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V I I  T r a n s f o r m é e  e n  Z  
 
 

1 ° )  D é f i n i t i o n s  
 
 L a  t r a n s f o r m é e  d e  F o u r i e r  e s t  u n  o u t i l  p r é c i e u x  d ' a n a l y s e  e t  
d e  t r a i t e m e n t  d e s  s i g n a u x .  C e p e n d a n t ,  d a n s  c e r t a i n s  p r o b l è m e s  
( c o m m e  l e  f i l t r a g e  n u m é r i q u e ) ,  l e s  l i m i t e s  d e  l a  T F  s o n t  v i t e  
a t t e i n t e s .  L a  t r a n s f o r m é e  e n  Z ,  q u i  s ' a p p l i q u e  a u x  s i g n a u x  
d i s c r e t s ,  g é n é r a l i s e  l a  T F  e t  p e r m e t  d e  d é p a s s e r  c e s  l i m i t e s .  C e t t e  
t r a n s f o r m a t i o n  e s t  c o m p a r a b l e  à  l a  T r a n s f o r m é e  d e  L a p l a c e  
b i l a t é r a l e  q u i  g é n é r a l i s e  l a  T F  d a n s  l e  c a s  d e  s y s t è m e s  c o n t i n u s .  
 
 S o i t  x ( k )  u n  s i g n a l  d i s c r e t .  S a  t r a n s f o r m é e  e n  Z  e s t  d o n n é e  
p a r  :  
 

{ } [ ]TZ x(k)  =  Z x(k)  =  X(Z)  =  x(k) Z- k

k =  -

+

∞

∞

∑  

 
o ù  Z  e s t  u n e  v a r i a b l e  c o m p l e x e .  
 
E x i s t e n c e  d e  l a  T Z  :  L ' e x i s t e n c e  d e  l a  T Z  e s t  o b t e n u e  g r â c e  a u  

c r i t è r e  d e  C A U C H Y  q u i  a f f i r m e  q u e  l a  s é r i e   u k
k =

+∞

∑
0

 c o n v e r g e  s i  :  

lim
k

k
→+∞

 u < 1k

1

 

 
E n  a p p l i q u a n t  c e  c r i t è r e ,  o n  d é m o n t r e  q u e  X ( Z )  e x i s t e  s i  :  
 

∃ ∈ ≤ <

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

→+∞

→+∞

 (R  ,  R R     tel que  0 R Z  <  R

R < R    et   

R  =  lim  x(k)

R  =  
1

lim  x(-k)

x + x -
2

x - x +

x - x +

x - k

x +

k

)

avec      

k

k

1

1

 

D e m  :  

X Z( ) =   x(k) Z  =   x(k) Z +  x(k) Z- k

k = -

+
- k

k = -

- k

k =

+

∞

∞

∞

− ∞

∑ ∑ ∑
1

0
 

 
X Z Z Z( ) ( ) ( ) =  S +S1 2  

S2 ( )Z  c o n v e r g e ,  d ' a p r è s  C A U C H Y ,  s i   lim  x(k) Z < 1
k

- k

→+∞

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

1
k   
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C ' e s t  à  d i r e  s i  R x
k

− →+∞

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

 =  lim  x(k) < Z
k

1

 

 

D e  m ê m e  S Z1( )  c o n v e r g e  s i   x(k) Z   =    x(-k) Z- k

k = -

k

k =

+

∞

− ∞

∑ ∑
1

1
  c o n v e r g e .  

 

C ' e s t  à  d i r e  s i  lim  x(-k) Z < 1
k

k

→+∞

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

1
k  

 

o u  e n c o r e  :  Z
k

<
1

lim  x(-k) < 1
  =   R

k

x +

→+∞

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

1  

 
 E n  c o n c l u s i o n  X ( Z )  c o n v e r g e  s i  Z  s e  t r o u v e  d a n s  l a  c o u r o n n e  
d e  c o n v e r g e n c e .  
 

R

R x+

x-

Couronne
de

Convergence

Re(Z)

Im(Z)

 
 
Rx+ e t  Rx-  s o n t  l e s  r a y o n s  d e  c o n v e r g e n c e  e x t é r i e u r  e t  i n t é r i e u r .  
 
E x e m p l e  :  C o n s i d é r o n s  l e  s i g n a l  x ( k )  d é f i n i  p a r  x k( ) =  a  u(k)k ,  o ù  a  
e s t  u n  r é e l  p o s i t i f  e t  u ( k )  l ' é c h e l o n  u n i t é .  
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k

x(k) ( a < 1 )

10

1
a

 
 
X ( Z )  s ' é c r i t  :  
 

X Z k( ) ) =   x(k) Z   =    (a Z- k

k = -

+
-1

k = 0

+

∞

∞ ∞

∑ ∑  

 
C ' e s t  u n e  s é r i e  g é o m é t r i q u e  d e  r a i s o n  a Z-1 :  
 

X Z
aZ

Z( ) =
−

< ⇔ <−

1
1

11     si  aZ    a-1  

 

Rappel :   S(r) =   (r)  =  
1 - r
1 - r 

k
n

k = 0

n -1

∑⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 
X ( Z )  e s t  d é f i n i e  p o u r  s i  a < < +∞Z .  
 
O n  p e u t  v é r i f i e r  q u e  l e s  r a y o n s  d e  c o n v e r g e n c e  Rx+  e t  Rx−  s o n t  :  
 

{ }R x

k

+

→ ∞
→ ∞

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

∞  =   
1

lim  x(-k)
  =   

1
lim  0

  =   +

k +
k +

1  

e t  :  

{ }R x
k

− → ∞ → ∞

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

  =   lim  x(k)   =   lim  a   =  a
k + k +

1

 

 
Q u e l q u e s  T Z  i m p o r t a n t e s  
 

-  x ( k )  =  u ( k )  =  é c h e l o n  ⇒ ∞   X  =  
1

1 - Z
     ;   1 < Z < +-1( )Z  

-  x ( k )  =  ak u ( k )  ⇒ ∞   X  =  
1

1 - a Z
     ;   a < Z < +-1( )Z  

-  x ( k )  =  d ( k )  ( = 1  s i  k = 0 )    X(Z) = 1;⇒  

-  x(k) =  k -
N
2

    X  =  
1 - Z
1 - Z

     ;   0 < Z < +N

-N

-1Π
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ⇒ ∞( )Z  

 
R e m a r q u e :  P o u r  u n  s i g n a l  à  d u r é e  l i m i t é e ,  X ( Z )  e s t  d é f i n i e  p o u r  
t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  Z .  E n  e f f e t :  
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X Z( ) =  x(k) Z- k

k =  k

k

1

2

∑  d ' o ù  Rx−= 0  e t  Rx+ ∞= + .  

 

2 ° )  P r o p r i é t é s  
 
a ° )  L i n é a r i t é  :  S o i e n t  X ( Z )  e t  Y ( Z )  l e s  T Z  d e s  s u i t e s  x ( k )  e t  y ( k ) .  
L a  T Z  e s t  l i n é a i r e .  
 

∀ ∈ ⎯ →⎯⎯⎯   C     x(k) + y(k)   X(Z) + Y(Z)T. Zλ λ λ  
 
L e s  r a y o n s  d e  c o n v e r g e n c e  R+  e t  R−  s o n t  :  
 
R +  =  min(R  ,  R   ;  R  =  max(R  ,  R  x + y + - x - y -) )  
 
b ° )  R e t a r d  :  S i  x ( k )  a  p o u r  t r a n s f o r m é e  X ( Z )  a l o r s  :  
 

[ ]Z x k x k x k( ) ( ) ( ) )- k   =    - k  Z   =     Z0
k = -

+

0
- k

k = -

+
- (k + k0

∞

∞

∞

∞

∑ ∑  

d ' o ù  :  
[ ]Z x k( )- k   =    Z  X(Z) 0

-k0  
 
C e t t e  p r o p r i é t é  e s t  e s s e n t i e l l e  p o u r  l a  r é a l i s a t i o n  d e  f i l t r e s  
n u m é r i q u e s .  O n  r e p r é s e n t e  s c h é m a t i q u e m e n t  l ' o p é r a t e u r  r e t a r d  
u n i t é  Z-1 p a r  :  

x(k) x(k-1)Z
-1

 
 
L e s  r a y o n s  d e   c o n v e r g e n c e  r e s t e n t  Rx+  e t  Rx− .  
 
c ° )  C h a n g e m e n t  d ' é c h e l l e  :  
 
S i  X ( Z )  =  T Z [ x ( k ) ]  e t  y ( k )  =  ak x ( k )  a l o r s  :  
 

Y Z( ) =   a  x(k) Z  =    x(k) 
Z
a

 k - k

k = -

+ -k

k = -

+

∞

∞

∞

∞

∑ ∑ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟    a v e c   R Rx x− +<

Z
a

<  

s o i t  :  

Y Z( ) =  X
Z
a

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  

 
L a  c o u r o n n e  d e  c o n v e r g e n c e  d e  Y ( Z )  e s t  d o n n é e  p a r  :  
R Ry x y x+ + − − =  a   R     et     =  a   R  
 
d ° )  D é r i v a t i o n  d e  l a  T Z  :  
 
L a  d é r i v é e  d e  X ( Z )  p a r  r a p p o r t  a  Z  s ' é c r i t  :  
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{ }d X(Z)
d Z

 =   - k x(k) Z  =  - Z  TZ k x(k)- k -1

k = -

+
-1

∞

∞

∑  

 
d ' o ù  :  

k x(k)  T. Z  - Z 
d X(Z)

d Z
⎯ →⎯⎯⎯  

e ° )  C o n v o l u t i o n  :  
 
S o i t  y ( k )  l e  p r o d u i t  d e  c o n v o l u t i o n  d e s  s i g n a u x  x ( k )  e t  h ( k )  :  

y ( k ) = x ( k ) * h ( k ) =  x(i) h(k - i)
i = −∞

+∞

∑  

 
P a r  t r a n s f o r m é e  e n  Z  o n  t r o u v e  :  

Y ( Z )  =     x(i) h(k - i)  Z- k

ik = −∞

+∞

= −∞

+∞

∑∑ ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 
s o i t  e n c o r e  :  
 

Y Z
ki

( ) =    x(i)   h(k - i) Z  - k

= −∞

+∞

= −∞

+∞

∑∑ ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

   
e n  r e m p l a ç a n t  k - i  p a r  m  o n  o b t i e n t  :  
 

Y Z
mi

( ) =    x(i)   h(m) Z  Z- m - i

= −∞

+∞

= −∞

+∞

∑∑ ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

s o i t  :  
Y Z H Z X Z( ) ( ) ( )=  

 

avec   
R
R

y

y

−

+

⎧
⎨
⎩

 =  max(R  ,  R ) 
 =  min(R  ,  R )

x - h -

x + h +
 

  
f ° )  C o r r é l a t i o n  d e  s i g n a u x  r é e l s  :  
 
C o n s i d é r o n s  l e s  d e u x  s i g n a u x  r é e l s  x ( k )  e t  y ( k ) .  S o i t  S Zxy ( )  l a  T Z  
d e  l ' i n t e r c o r r é l a t i o n  C kxy ( )  :  
 

 { }S Z k ixy
i

( ) ( ) ( =  TZ C  =    x(i) y - k)  Zxy
*

k = -

+
- k

= −∞

+∞

∞

∞

∑∑ ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 
E n  p o s a n t  i - k  =  m  e t  s a c h a n t  q u e  y ( k )  e s t  r é e l ,  o n  p e u t  é c r i r e  :  
 

 S Zxy
m

( ) =    x(i)  y(m) Z  Zm

i = -

+
- i

= −∞

+∞

∞

∞

∑∑ ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 
o u  e n c o r e  :  
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 S Zxy ( ) =    x(i) Y
1
Z

 Z  =  X(Z) Y
1
Zi = -

+
- i⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟∞

∞

∑  

s o i t  :  
 S Zxy ( ) ) =  X(Z) Y(Z-1  

 

L a  r é g i o n  d e  c o n v e r g e n c e  d e  Y(Z-1)  e s t  d o n n é e  p a r  
1 1

R Ry y+ −

 <  Z <  

.  
Sxy ( )Z  e s t  d é f i n i e  s i  :  
 

max R
R

min R
Rx

y
x

y
−

+
+

−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ,  < Z <  ,   

1 1
 

 
g ° )  V a l e u r  i n i t i a l e  :  
 
S i  x ( k )  u n  s i g n a l  c a u s a l  :  
 

{ }lim lim
Z Z→+∞ →+∞

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

 X(Z)  =   x(0) +
x(1)

Z
+

x(1)
Z

+  . . .   =  x(0)2  

 

3 ° )  T r a n s f o r m é e  e n  Z  i n v e r s e  
 
a ° )  D é f i n i t i o n  :  
 
 L ' e x p r e s s i o n  d e  l a  t r a n s f o r m é e  e n  Z  i n v e r s e  ( )T Z −1  e s t  
o b t e n u e  à  p a r t i r  d u  t h é o r è m e  d e  C A U C H Y ,  q u i  m o n t r e  q u e  
l ' i n t é g r a l e  d e  Zm−1,  s u r  u n  c o n t o u r  f e r m é  Γ  e n t o u r a n t  l ' o r i g i n e  d e s  
Z  e t  s i t u é  d a n s  l a  c o u r o n n e  d e  c o n v e r g e n c e ,  v a u t  :  
 

I =  
1

2 j
  Z  dZ =  

1  si  m =  0
0  si  m  0

m -1

π Γ∫ ≠
⎧
⎨
⎩
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Re(Z)

Im(Z)

Γ

 
 

E n  m u l t i p l i a n t  X ( Z )  p a r  Z
j

m−1

2π
 e t  e n  i n t é g r a n t  s u r  u n  c o n t o u r  f e r m é  

Γ ,  o n  t r o u v e  :  
 

1
2

1
2π πj

dZ  
j

dZ  X(Z) Z =   x(k)   Z  m -1 - k + m -1

k = -

+

Γ Γ∫ ∫∑ ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

∞

∞

 

 
L ' i n t é g r a l e  e n t r e  c r o c h e t s  v a u t  1  s i  k  =  m  e t  0  p o u r  t o u t e s  l e s  
a u t r e s  v a l e u r s  d e  k ,  d ' o ù  :  
 

x m
j

dZ  ( ) =    X(Z) Zm -11
2π Γ∫  

 
L e  c a l c u l  d e  c e t t e  i n t é g r a l e  e s t  d é l i c a t .  O n  p e u t  c e p e n d a n t  
c a l c u l e r  x ( m )  d e  p l u s i e u r s  f a ç o n s .  
 
b ° )  M é t h o d e  d e s  r é s i d u s  :  
 
 L e  t h é o r è m e  d e  C A U C H Y  p e r m e t  d ' é c r i r e  q u e ,  s i  G ( Z )  e s t  
d é f i n i e  p a r  :  
 
 G Z( ) =  X(Z) Zk -1  
a l o r s  :  

 x k
j

dZ ( )  =     G(Z) =   
1

2π Γ∫ ∑ d e s  r é s i d u s  d e  G ( Z )  

o ù  Γ  e s t  u n  c o n t o u r  f e r m é  q u i  e n t o u r e  l e s  p ô l e s  d e  G ( Z ) .  
 S i  G ( Z )  a  u n  p ô l e  d ' o r d r e  q  e n  Z  =  a ,  l e  r é s i d u  Resa

q  a s s o c i é  à  
c e  p ô l e  e s t  d o n n é e  p a r  :  
 



 

 

1 0

[ ]Re sa
q  =  lim  

1
(q - 1) !

 
d

dZ
 G(Z) (Z - a)  

Z a

q -1

q -1
q

→

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

 

 
R e m a r q u e  :  P o u r  k  1≥  l e s  p ô l e s  d e  G ( Z )  e t  X ( Z )  s o n t  i d e n t i q u e s .  
S i  k  <  1 ,  G ( Z )  a  l e s  m ê m e s  p ô l e s  q u e  X ( Z )  p l u s  u n  p ô l e  e n  0  
d ' o r d r e  1 - k .  
 
E x e m p l e  

S i  X Z( ) =
1

1 - Z
=

Z
Z - 1-1   a l o r s   G Z( ) =  X(Z) Z  =  

Z
Z -  1

k -1 
k

 

 
1 ° )  S i  k  0≥  ,  G ( Z )  n ' a  q u ' u n  s e u l  p ô l e  e n  Z  =  1 :  
 

x ( k )  =  [ ] { }Re s1
1 =  lim  

1
0!

 
d

dZ
 G(Z) (Z - 1)  =  lim  Z  =  1

Z 1

0

0 Z 1

k

→ →

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

 

 
2 ° )  S i  k < 0 ,  G ( Z )  a  u n  p ô l e  d ' o r d r e  1  e n  Z  =  1  e t  u n  p ô l e  d ' o r d r e   -
k  e n  Z  =  0 .  
 
x k s sk( ) Re Re =  +  =  00 1

1−  
a v e c  :  

Res1
1 =  1   e t    Re s k

0
−

→

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

 =  lim  
1

(-k - 1)!
 

d
dZ

 
1

Z - 1
 =  - 1

Z 0

-k -1

- k -1  

d ' o ù  :  
x ( k )  =  0  
 
F i n a l e m e n t ,  ∀ ∈k Z ,    x ( k )  =  u ( k )  =  é c h e l o n .  
 
c ° )  D é v e l o p p e m e n t  e n  s é r i e  e n t i è r e  :  
 
 O n  p e u t ,  p a r  i d e n t i f i c a t i o n ,  t r o u v e r  x ( k )  à  p a r t i r  d e  l a  
d é c o m p o s i t i o n  e n  s é r i e  d e  X ( Z ) .  
 
E x e m p l e  :   S i  X ( Z )  =  exp ) (Z-1  a l o r s  :  
 

 X Z( ) =  1 +
Z
1!

+
Z
2!

+  . . .   =   
1
k!

 Z  
-1 -2

- k

k = 0

+∞

∑  

e t  :  

 X Z( ) =    x(k) Z  -k

k=-

+

∞

∞

∑  

d ' o ù  :  
 

 x k( ) =  1
k!

 u(k). 

 
d ° )  D i v i s i o n  p o l y n o m i a l e  :  
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 S i  X ( Z )  s e  p r é s e n t e  s o u s  l a  f o r m e  d ' u n e  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e ,  
a l o r s  l a  d i v i s i o n  p o l y n o m i a l e  r e s t i t u e  d i r e c t e m e n t  l e s  
é c h a n t i l l o n s  x ( k ) .  

 X Z( ) =  N(Z)
D(Z)

  

 
E x e m p l e  

P r e n o n s ,  p a r  e x e m p l e ,  X Z( ) =  
1

1 - a Z
 -1  

E n  e f f e c t u a n t  l a  d i v i s i o n  p o l y n o m i a l e  o n  t r o u v e  :  
 

1 a Z-

+ + +

1

1

-1

-2

-3

2

3

a

a

Z

Z

a Z
-1a Z

-1

-22a Z
-33a Z +   ....

 
 
P a r  r é c u r r e n c e  o n  o b t i e n t  :  
 
 x(k) =  a  u(k) k  
 
e ° )  D é c o m p o s i t i o n  e n  é l é m e n t s  s i m p l e s  :  
 
S o i t  X ( Z )  u n e  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  q u i  s ' é c r i t  :  
 

 X(Z) =  
N(Z)
D(Z)

 =   
a

Z - Z
i

ii =  1

n

∑  

 

O n  r e t r o u v e  x ( k )  p a r  T Z  i n v e r s e  d e s  é l é m e n t s   
a

Z - Z
i

i
 :  

 TZ
a

Z Z
i

i
i i

k−

−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =1   a  Z  u(k)  

 
E x e m p l e  
 

X(Z) =  
1

Z - 3Z + 2
 =  

1
(Z - 1)(Z - 2)

 =  
1

Z - 2
 -  

1
Z - 12  

d ' o ù  

{ }[ ]X(Z) =  Z  
1

1 - 2Z
 -  

1
1 - Z

 =  Z  TZ 2  u(k) - u(k)-1
-1 -1

-1 k⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 

Z-1 e s t  l ' o p é r a t e u r  r e t a r d  d ' o ù  
 

[ ]x(k) =  2 - 1  u(k - 1)k -1  
 
f ° )  R e l a t i o n  d e  P a r s e v a l  :  
 



 

 

1 2

 S o i t  X ( Z )  l a  T Z  d u  s i g n a l  r é e l  x ( k ) .  O n  p e u t  m o n t r e r  q u e ,  s i  
x ( k )  e s t  d e  c a r r é  s o m m a b l e  :  
 

 x(k)  =  
1

2 j
  X(Z) X(Z  

dZ
Z

2

k = -

+
-1

∞

∞

∑ ∫π
)

Γ
 

D e m  :    
 

 x(k)  =   x(k) 
1

2 j
  X(Z) Z  dZ2

k = -

+
k -1

k = -

+

∞

∞

∞

∞

∑ ∫∑ ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥π Γ

 

 
s o i t  e n c o r e  :  
 

 x(k)  =  
1

2 j
  X(Z)  x(k) Z  

dZ
Z

2

k = -

+
k

k = -

+

∞

∞

∞

∞

∑ ∑∫
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥π Γ

 

 
o u  :  
 

 x(k)   
1

2 j
  X(Z) X(Z ) 

dZ
Z

 2

k = -

+
-1

∞

∞

∑ ∫=
π Γ

 

 
g ° )  R e p r é s e n t a t i o n  d ' u n  s i g n a l  p a r  s e s  p ô l e s  e t  z é r o s  :  
 
 L a  t r a n s f o r m é e  e n  z  f o u r n i t ,  à  p a r t i r  d e s  p ô l e s  e t  d e s  z é r o s  
d e  X ( Z ) ,  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  s i m p l e  d u  s i g n a l  x ( k ) .  C e t t e  
r e p r é s e n t a t i o n  e s t  p a r t i c u l i è r e m e n t  u t i l e  p o u r  l ' é t u d e  d e  l a  
s t a b i l i t é  d e s  f i l t r e s  n u m é r i q u e s .  
 
E x e m p l e  :   S o i t  x k u k( ) ( ) =  2  -  u(k)k + 2 .  O n  a  :  
  

 

[ ] [ ]X z u k

X z

X z

( ) ( )

( )

( )
)( )

 =  TZ 2  -  TZ u(k)

 =  
4

1 -  2 Z
 -  

1
1 -  Z

 =  
3 -  2 z

(1 -  2 Z  -  Z

k + 2

-1 -1

-1

-1 -11

 

 
X ( Z )  c o n t i e n t  u n  z é r o  z0  e t  d e u x  p ô l e s  p0 e t  p1 

Z0 =  2
3

,  p0= 2 ,  p1= 1  
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1 p0

21

Z0

-1

-1

1

p

Im(Z)

Re(Z)

 
 T o u s  s i g n a l  x ( k )  d o n t  l a  t r a n s f o r m é e  e n  Z  e s t  r a t i o n n e l l e  
p e u t  ê t r e  r e p r é s e n t é  d a n s  l e  p l a n  d e s  Z .  
 

4 ° )  R e l a t i o n s  e n t r e  l a  T Z  e t  l e s  a u t r e s  t r a n s f o r m é e s  
 
a )  R e l a t i o n  T F - T Z .  
 
S o i t  x ( t )  u n  s i g n a l  d i s c r e t  d é f i n i  n o n - n u l  a u x  i n s t a n t s  kTe  :  
 

 x t kTe e( ) ) ) =   x(  (t -  kT
k = -

+

δ
∞

∞

∑  

 
O n  e n  d é d u i t  :  

 { }X f( ) ) =  TF x(t)  =   x(kT  ee
- 2 jfkT

k = -

+
eπ

∞

∞

∑  

o u  e n c o r e  :  
 

( 1 )  X f k( ) ) ) =    x(kT  (ee
2 jfT

k = -

+
eπ

∞

∞
−∑  

 
S o i t  X ( Z )  l a  T Z  d e  l a  s u i t e  x(kTe )  o n  a :  
 

 ( 2 )  X Z Z k( ) ) =    x(kT  e
k = -

+

∞

∞
−∑  

 
E n  c o m p a r a n t  l e s  é q u a t i o n s  ( 1 )  e t  ( 2 ) ,  o n  t r o u v e  :  
 
 X f( ) =   X(Z)

Z =  e2 jfTeπ  
 

L a  T F  e s t  d o n c  o b t e n u e  e n  p a r c o u r a n t  l a  T Z  s u r  l e  c e r c l e  u n i t é .  
 

R e m a r q u e :  E n  p o s a n t  Z e
j f

T
T

e
e

=
+2

1
π ( )

,  o n  r e t r o u v e  l a  r e l a t i o n  

X f
Te

( )+
1

= X(f) .  
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b ° )  R e l a t i o n  T L - T Z .  
 
 L a  T r a n s f o r m é e  d e  L a p l a c e  b i l a t é r a l e  ( T L )  d u  s i g n a l  d i s c r e t  
x ( t )  e s t  d o n n é e  p a r .  
 
 { }X p( ) =  TL x(t)  =  x(t) e  dt- pt

-

+

∞

∞

∫  

 
o ù  p  e s t  u n e  v a r i a b l e  c o m p l e x e  q u i  s ' é c r i t  p = + j2 fσ π  
 
E n  r e m p l a ç a n t  x ( t )  :  
 

 

( )

X p dt

X p dt

X p e
k

pT k
e

( ) ) )

( ) ) )

( ) )

 =  x(kT  (t - kT  e

 =  x(kT  (t - kT  e

 =   x(kT

e e
k = -

+

-

+ - pt

e e
- pt

k = -

+

e

δ

δ

∞

∞

∞

∞

−∞

+∞

∞

∞

= −∞

+∞
−

∑∫

∫∑

∑

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 

 
e n  c o m p a r a n t  e n t r e  X ( p )  e t  X ( Z )  o n  o b t i e n t  :  
 
 X p( ) =  X(Z) 

Z =  epTe  
 
L a  r e l a t i o n  e n t r e  Z  e t  p  e s t  :  Z = e = e epT T j2 fTe e eσ π  
 

Re(Z)

Im(Z)

R

1

RR

f

Τ

1 12 2

e

1

0
0σσ

σ

 
 
 L e  s e g m e n t  d e  d r o i t e  d é f i n i  p a r  σ0 = 0 e t  f  0 ,  1/ Te∈  s e  
p r o j e t t e  d a n s  l e  p l a n  d e s  Z  s u r  l e  c e r c l e  d e  r a y o n  R Te

0 = = e  10σ .  
D e  m ê m e  l e  s e g m e n t  d é f i n i  p a r  σ σ= 1 s e  p r o j e t t e  d a n s  l e  p l a n  d e s  
Z  s u r  l e  c e r c l e  d e  r a y o n  R Te

1 =  e 1σ  (  R1< 1  c a r  σ1< 0  ) .   
 A i n s i ,  l a  b a n d e  d é f i n i e  p a r  σ< 0  e t  f  0 ,  1/ Te∈  s e  p r o j e t t e  s u r  
l e  d i s q u e  u n i t é .  
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⇔

2π f

σ

1
Te

Im(f)

Re(Z)
1

 
 
L a  r e l a t i o n  i n v e r s e  e s t  :  
 

 

[ ] [ ]

[ ]

p 
e

p 

j Z

=  
ln Z

T
 =  

ln Z
T

=  
ln Z

T
 +  j 

(Z)
T

 =   +  2 jf

e e

e e

ϕ

ϕ
σ π

( )

 

d ' o ù  

 
[ ]

σ
ϕ
π

 =  
ln Z

T
,  f =  

(Z)
2 Te e

 

 
R e m a r q u e  :  L a  t r a n s f o r m é e  d e  F o u r i e r ,  q u i  e s t  o b t e n u e  e n  
p a r c o u r a n t  l e s  Z  s u r  l e  c e r c l e  u n i t é ,  c o r r e s p o n d  à  l a  t r a n s f o r m é e  
d e  L a p l a c e  b i l a t é r a l e  p o u r  σ  =  0 .  
 
X p e dtjft( ) σ

σ π
σ=

−

∞

∞

=∫0
2

0
 =  x(t) e  =  X(f) - t

-

+
 

 

Re(Z)

Im(Z)

1

f

e

0 σ

e1/Τ

1/2Τ

f0 f = 0
f = 1/Te

f = 1/2Te

Z  = exp(2  j f  T  )0 0 eπ
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V I I I  A n a l y s e  d e s  f i l t r e s  n u m é r i q u e s  
 

1 ° )  S y s t è m e s  N u m é r i q u e s  
 
a ° )  D é f i n i t i o n s .   
 
 U n  s y s t è m e  o u  f i l t r e  n u m é r i q u e  S ,  t r a n s f o r m e  u n  s i g n a l  
d ' e n t r é e  ( o u  e x c i t a t i o n )  x ( k )  e n  u n  s i g n a l  d e  s o r t i e  ( o u  r é p o n s e )  
y ( k )  :  

y(k) = S[x(k)] x(k) y(k)S  
 
 U n  s y s t è m e  e s t  l i n é a i r e  s i  l e  p r i n c i p e  d e  s u p e r p o s i t i o n  
s ' a p p l i q u e .  C ' e s t  à  d i r e  s i  :  

 
[ ] [ ] [ ]∀ ∈   C ,  S  x  +  x  =   S x  +  S x  1 2 1 2α α α( ) ( ) ( ) ( )k k k k  

 
E x e m p l e s  :  
 
A m p l i f i c a t e u r  d e  g a i n  K  :  S [ x ( k ) ]  =  K x ( k )  ( L i n é a i r e )   
O p é r a t e u r  q u a d r a t i q u e  :  S [ x ( k ) ]  =  x k2 ( )  ( N o n - L i n é a i r e )  
 
 U n  s y s t è m e  e s t  i n v a r i a n t  s i  p o u r  t o u t  r e t a r d  e n t i e r  k0 
a p p l i q u é  à  l ' e n t r é e ,  l a  s o r t i e  e s t  r e t a r d é e  d e  k0  :  
 

[ ]S x k k y k k( ) ( )− = −0 0  
 
b ° )  S y s t è m e  l i n é a i r e  i n v a r i a n t  ( S . L . I ) .  
 
 C o n s i d é r o n s  l e  s y s t è m e  l i n é a i r e  i n v a r i a n t  c a r a c t é r i s é  p a r  l a  
f o n c t i o n  h ( k ) .  L a  r e l a t i o n  q u i  l i e  l ' e n t r é e  x ( k )  e t  l a  s o r t i e  y ( k )  
e s t  :  
 

y k( ) =   h(i) x(k - i) =   h(k - i) x(i)  
i = -

+

i = -

+

∞

∞

∞

∞

∑ ∑  

 
h ( k )  c o r r e s p o n d  à  l a  r é p o n s e  d u  s y s t è m e  à  l ' i m p u l s i o n  u n i t é  
d é f i n i e  p a r  :  

d n( ) =  
1 si n =  0
0 si n  0≠
⎧
⎨
⎩

 

L a  r é p o n s e  y kimp ( ) s ' é c r i t  :  

 y kimp ( ) =   h(i) d(k - i) =  h(k)
i = -

+

∞

∞

∑  
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h ( k )  e s t  a p p e l é e  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e .  
 
A t t e n t i o n  :  L a  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e ,  d a n s  l e  c a s  n u m é r i q u e ,  
c o r r e s p o n d  à  l a  r é p o n s e  à  l ' i m p u l s i o n  u n i t é  e t  n o n  p a s  à  
l ' i m p u l s i o n  d e  D i r a c .  
 
R e m a r q u e  :  L a  r é p o n s e  i n d i c i e l l e  y kind ( ) e s t  o b t e n u e  p a r  s o m m a t i o n  
d e  l a  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  :  
 

 y kind ( ) =   h(i) u(k - i) =   h(i)
i = -

k

i = -

+

∞∞

∞

∑∑  

 
 U n  s y s t è m e  e s t  c a u s a l  s i  l ' e f f e t  ( l a  r é p o n s e )  n e  p r é c è d e  
j a m a i s  l a  c a u s e  ( l ' e n t r é e ) .  C ' e s t  à  d i r e  s i  :  
 

∀ ⇒ k < k  ,   x(k) = 0   y(k) = 0 .  0  
 
 L ' i m p u l s i o n  u n i t é  é t a n t  n u l l e  p o u r  k < 0 ,  u n  s y s t è m e  l i n é a i r e  
i n v a r i a n t  e s t  c a u s a l  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  ∀ k < 0,  h ( k ) = 0 .  D a n s  c e  c a s  
y ( k )  s ' é c r i t  :  

y k( ) =   h(i) x(k - i)
i = 0

+∞

∑  

 
 U n  s y s t è m e  e s t  s t a b l e  s i  p o u r  t o u t e  e n t r é e  b o r n é e  x ( k ) ,  l a  
s o r t i e  r e s t e  b o r n é e .  C ' e s t  à  d i r e  s i :  
 

∀ ∈ ⇒ k  R,  x(k)  <  M     y(k)  <  N  a v e c  ( M , N )  ∈ R2+  
 
O n  p e u t  m o n t r e r  q u ' u n  S . L . I  e s t  s t a b l e  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  :  
 

 h(i)  <  + .∞
= −∞

+∞

∑
i

 

 
D e m  :   
S o i t  x ( k )  u n  s i g n a l  b o r n é  :  x k( )  <  M ,   k  R∀ ∈  

-  S i   h(i) <  +   alors  y(k)  =  h(i) x(k - i)
i = -

+

∞
=−∞

+∞

∞

∞

∑ ∑
i

 

a l o r s  y k x k i( ) ( )   h(i)   M  h(i)
i = -

+

i = -

+

≤ − ≤
∞

∞

∞

∞

∑ ∑   d o n c   y k( ) < ∞+  .   

L a  s o r t i e  e s t  b o r n é e  d o n c  l e  s y s t è m e  e s t  s t a b l e .  
 
-  R é c i p r o q u e m e n t ,  s i  y k( ) < ∞+   p o u r  t o u t e  e n t r é e  x ( k )  a l o r s ,  d a n s  
l e  c a s  p a r t i c u l i e r  :  
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 x k( ) =  
- 1 si h(-k) <  0                                 
                                     =  sign(h(-k))
1  si h(-k)  0                                ≥

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

 

o n  t r o u v e  :  

 y k( ) =   h(i) x(k - i)
i = -

+

∞

∞

∑  

d ' o ù ,  p o u r  k = 0  :  
 

 y( )0  =   h(i) x(-i) =   h(i) sign(h(i))
i = -

+

i = -

+

∞

∞

∞

∞

∑ ∑  

 y( )0  =   h(i)  
i = -

+

∞

∞

∑  

o r  y( )0 < +∞   d ' o ù   h(i) < +
i = -

+

∞

∞

∑ ∞  

E x e m p l e s  
 
- S o i t  h ( k )  l a  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  d ' u n  f i l t r e  n u m é r i q u e  :   

h k u k
k

( ) ( ) =  
1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  o ù  u ( k )  e s t  l ' é c h e l o n .  

 h(k) =
1
2

1
= 2 < +

k = 0

+

k

k

= −∞

+∞ ∞

∑ ∑ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

−
∞

1
1
2

 

h(k)

k

1

 
 
L e  f i l t r e  e s t  s t a b l e  
 
-  S i  h k u k( ) ( )= (2) k  a l o r s .  
 

h(k) = 2k

k = 0

+

k = −∞

+∞ ∞

∑ ∑  d i v e r g e   

h(k)

k

1

 
 
L e  f i l t r e  e s t  i n s t a b l e .  
 
 U n  f i l t r e  n u m é r i q u e  e s t  s t a b l e  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  s a  f o n c t i o n  
d e  t r a n s f e r t  ( o u  t r a n s m i t t a n c e )  H ( Z )  a  s e s  p ô l e s  à  l ' i n t é r i e u r  d u  
c e r c l e  u n i t é .  
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R e m a r q u e :  C o m p t e  t e n u  d e s  r e l a t i o n s  e n t r e  l a  T Z  e t  l a  
t r a n s f o r m é e  d e  L a p l a c e  ( )H p( ) = H(Z) 

Z =  epTe ,  s i  H ( Z )  e s t  s t a b l e  a l o r s  

l e  f i l t r e  a n a l o g i q u e  c o r r e s p o n d a n t  H ( p )  a  s e s  p ô l e s  à  p a r t i e  r é e l l e  
n é g a t i v e ,  c ' e s t  à  d i r e  d a n s  l e  d e m i - p l a n  g a u c h e .  H ( p )  e s t  d o n c  
s t a b l e .  L e  p a s s a g e  d u  f i l t r e  n u m é r i q u e  a u  f i l t r e  a n a l o g i q u e  (  o u  
l ' i n v e r s e  )  s ' e f f e c t u e  s a n s  m o d i f i e r  l a  s t a b i l i t é .  
 

E x e m p l e  :  S i  H Z u k( ) ( )=
1

1 -  a Z
 alors h(k) = a-1

k  e t  a < +
k

k

=

+∞

∑ ∞
0

 s i  e t  

s e u l e m e n t  s i  a  <  1 
 
R é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e .  
 
 L a  r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  H ( f )  e s t  o b t e n u e  s o i t  p a r  
t r a n s f o r m é e  d e  F o u r i e r  d e  h ( k ) ,  s o i t  e n  p o s a n t  H f H Z ( ) ( ).= =  e2 jfTeπ  
D e  m a n i è r e  e x p é r i m e n t a l e ,  l a  r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  H ( f0) ,  e s t  
o b t e n u e  l o r s q u e  l ' e n t r é e  x ( k )  e s t  :  
 
 x k kTe( ) =  e2 jf0π  
 
o n  a  a l o r s  :   
 
 X f( ) ) =  (f - f0δ   
e t  :  
 Y f( ) ) ) ) =  H(f) X(f) = H(f  (f - f      y(k) =  H(f  x(k)0 0 0δ ⇒  
 
E n  p o s a n t  H(f  =  H(f  e0 0

j (f0) ) )ϕ ,  o n  o b t i e n t  H(f0 )  e t  ϕ( )f0  e n  c o m p a r a n t   
l e s  a m p l i t u d e s  e t  l e s  p h a s e s  d e  y ( k )  e t  x ( k ) .  
 
 

2 ° )  C l a s s i f i c a t i o n  d e s  f i l t r e s  
 
 O n  c l a s s e  l e s  f i l t r e s  e n  d e u x  g r a n d e s  f a m i l l e s  e t  s u i v a n t  l a  
d u r é e  d e  l e u r  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e .  
 
a )  F i l t r e s  à  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  f i n i e  ( R . I . F )  
 
 C e s  f i l t r e s  s o n t  c a r a c t é r i s é s  p a r  d e s  r é p o n s e s  
i m p u l s i o n n e l l e s  d e  d u r é e  f i n i e  :  
 

∃ ∈ (k  ,  k   R0 1
2)   t e l s  q u e   ] [ ] [∀ ∈ ∞ ∞ k  -  ,  k  k  ,  +0 1∪ ,   h ( k ) = 0  

 
L a  r é p o n s e  y ( k )  d u  f i l t r e  s ' é c r i t  :  
 

 y k( ) =   h(i) x(k - i)
i = k

k

0

1

∑  



 

 

2 0

 
O n  n o t e ,  p l u s  g é n é r a l e m e n t ,  k1 = k + M -10  .  
 

 y k
M

( ) =   h(i) x(k - i)
i = k

k

0

0 + −

∑
1

 

 
M  e s t  l a  l o n g u e u r  d u  f i l t r e .  
 
E x e m p l e  
 
S o i t  h ( k )  l a  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  d é f i n i e  p a r  :  
 
 h ( 0 ) = 2 ,  h ( 1 ) = h ( - 1 ) = 1  e t  h ( k ) = 0  a i l l e u r s .  
 
d ' o ù  :  
 y ( k )  =  h ( - 1 )  x ( k + 1 )  +  h ( 0 )  x ( k )  +  h ( 1 )  x ( k - 1 ) .  
 y ( k )  =  x ( k + 1 )  +  2  x ( k )  +   x ( k - 1 ) .  
 
C e  f i l t r e  e s t  n o n - c a u s a l .  
 
b )  F i l t r e  à  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  i n f i n i e  ( R . I . I )  
 
 D a n s  c e  c a s  l a  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  e s t  i l l i m i t é e  e t  l a  
r é p o n s e  y ( k )  s ' é c r i t  d e  m a n i è r e  g é n é r a l e  :  
 

 y k( ) =   h(i) x(k - i)
i = -

+

∞

∞

∑  

 
S i  h ( k )  e s t  c a u s a l e  :  
 

 y k( ) =   h(i) x(k - i)
i = 0

+∞

∑  

 
E x e m p l e :    

S i  h ( k ) = u ( k )  a l o r s  y k( ) = h(i) x(k - i) =  h(k - i) x(i)
i = - i = -∞

+∞

∞

+∞

∑ ∑  d ' o ù  

y k
k

( ) =  x(i)
i = -∞
∑  

 
 L a  s o r t i e  y ( k )  e s t  l a  s o m m e  d e s  e n t r é e s  x ( i )  j u s q u ' à  l ' i n s t a n t  
k .  C e  f i l t r e  e s t  d o n c  d e  t y p e  I n t é g r a t e u r .   
 
c )  E q u a t i o n  a u x  d i f f é r e n c e s  
 
 L e s  f i l t r e s  r é a l i s a b l e s  v é r i f i e n t  u n e  é q u a t i o n  a p p e l é e  
é q u a t i o n  a u x  d i f f é r e n c e s  ( o u  é q u a t i o n  d e  r é c u r r e n c e ) ,  q u i  r e l i e  
l ' e n t r é e  e t  l a  s o r t i e  d e  f i l t r e  :  
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a y k i x k ni
i

N

( ) ( ) )− − ∈∑∑
=

 =   b    avec (a  ,  b   Rn
n = 0

M

i n
0

  a v e c  a0 =  1 

 
 L e s  ai  e t  bn  s o n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  d u  f i l t r e .  N  e s t  l ' o r d r e  d u  
f i l t r e .  C o m m e  p o u r  l e s  f i l t r e s  a n a l o g i q u e s ,  o n  d i t  q u e  l e  f i l t r e  e s t  
" p h y s i q u e m e n t  r é a l i s a b l e "  s i  N M≥ .  D a n s  l a  p r a t i q u e  (  
r é a l i s a t i o n  d u  f i l t r e  n u m é r i q u e  )  c e t t e  c o n d i t i o n  n ' e s t  p a s  
n é c e s s a i r e .   
 
 O n  u t i l i s e  p l u s  f r é q u e m m e n t  l ' é c r i t u r e  s u i v a n t e  :   
 

y k x k n a y k ii
i

N

( ) ( ) ( ) =   b  -  n
n = 0

M

∑ ∑− −
=1

  a v e c  a0 =  1:  

 
I m p o r t a n t :  D a n s  l e  c a s  d ' u n  f i l t r e  R . I . F ,  l a  r é p o n s e  
i m p u l s i o n n e l l e  e s t  é g a l e  a u x  c o e f f i c i e n t s  d e  l ' é q u a t i o n  d e  
r é c u r r e n c e .  E n  e f f e t ,  o n  a  d ' u n e  p a r t  :  
 

 y k( ) =   h(n) x(k - n)  
n = 0

M

∑  

 
e t  d ' a u t r e  p a r t  :  
 

 y k i( ) =  b  x(k - n)     avec    i  0,   a = 0  et  a =  1,  n
n = 0

M

0∑ ∀ ≠  

 
d ' o ù  bn = h(n)  
 
E x e m p l e  :   1 ° )  S i  y ( k ) = x ( k ) + 2 x ( k - 1 ) + 2 x ( k - 2 ) + x ( k - 3 )  a l o r s  :  
  
h ( 0 ) = 1 ,  h ( 1 ) = h ( 2 ) = 2 ,  h ( 3 ) = 1  e t  h ( k ) = 0  ,  ∀ ≠k 0, 1, 2,  3 . 
 

h(k)

k

1

2

 
 
R e m a r q u e  :  U n  f i l t r e  R . I . F  e s t  t o u j o u r s  s t a b l e .  S a  f o n c t i o n  d e  
t r a n s f e r t  s ' é c r i t  :  
 

 H ( Z ) =  b n Z n

n

M
−

=
∑

0
 

I l  n ' y  a  a u c u n  p ô l e  e t  l a  s é r i e   b  =   h(n)n
n

M

n

M

= =
∑ ∑

0 0
 c o n v e r g e  t o u j o u r s .  

 
2 ° )  C o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  l e  f i l t r e  à  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  
i n f i n i e  ( R . I . I )  h ( k )  =  u ( k )  :  



 

 

2 2

 

 y k( ) =   x(k - i)
h = 0

+∞

∑    e t     H Z( ) =   h(i) Z  =    Z  =  
1

1 -  Zi = 0

+
- i

i = 0

+
- i

-1

∞ ∞

∑ ∑  

 
L ' é q u a t i o n  d e  r é c u r r e n c e  s ' é c r i t  :  

 
 y ( k ) = x ( k ) + y ( k - 1 )  
 
d )  F o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  e t  r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  
 
 L a  f o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  H ( Z )  e t  l a  r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  
H ( f )  s o n t  o b t e n u e s  à  p a r t i r  d e  l ' é q u a t i o n  d e  r é c u r r e n c e  p a r  :  
 

 TZ y k i x k n
i

N

 a  =   bi n
n = 0

M

( ) ( )−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

=
∑ ∑

0
 

d ' o ù  :  

 [ ] [ ] a  TZ y(k - i)  =   b  TZ x(k - n)i n
n = 0

M

i

N

=
∑ ∑

0
 

 
s o i t  e n c o r e :  
 

 Y Z Z Zi

i

N
n

n

M

( )  a  =  X(Z)  bi n
−

=

−

=
∑ ∑⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

0 0
 

e t  :  

( 1 )      H Z
Z

Z
X Z

n

n

M

i

i

N( )
( )

 =  
 b

 a
 =  

Y(Z)n

i

−

=

−

=

∑

∑
0

0

 

 
L a  r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  H ( f )  e s t  a l o r s  :  
 

H f n

M

i

N( ) =  H(Z =  e ) =  
 b e

 a e
 2 jfT

n
- 2 jnfT

i
- 2 jifT

e

e

e

π

π

π

=

=

∑

∑
0

0

 

 
 O n  d é d u i t  d e  l a  r e l a t i o n  ( 1 )  q u ' u n  f i l t r e ,  d e  f o n c t i o n  d e  
t r a n s f e r t  r a t i o n n e l l e  H ( Z ) ,  e s t  s t a b l e  s i  l e s  r a c i n e s  d e  l ' é q u a t i o n  

c a r a c t é r i s t i q u e   a  =  0i Z
i

i

N
−

=
∑

0
 s o n t  d a n s  l e  c e r c l e  u n i t é .  

 
R e m a r q u e :  O n  d i t  q u ' u n  f i l t r e  e s t  p u r e m e n t  r é c u r s i f  ( o u  
A u t o r é g r e s s i f  :  A R )  s i  H ( Z )  s ' é c r i t  :  

   H Z( ) =  
1

 a  Z  i
i = 0

N
- i∑

 a v e c  a0 = 1 
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C ' e s t  à  d i r e  s i  l ' é q u a t i o n  d e  r é c u r r e n c e  e s t  :  

   y k x k y k i
i

N

( ) ( ) ( )= −
=
∑ -   a1

1
 

 

3 ° )  R é a l i s a t i o n  d e  f i l t r e s  n u m é r i q u e s  
  
 O n  d i s t i n g u e  d e u x  t y p e s  d e  r é a l i s a t i o n s  :  t r a n s v e r s e  o u  
r é c u r s i v e .  C e s  r é a l i s a t i o n s  s o n t  e f f e c t u é e s  à  p a r t i r  d e  c i r c u i t s  
n u m é r i q u e s  d e  b a s e  ( s o m m a t e u r ,  b a s c u l e ,  m u l t i p l i e u r s ,  . . .  )  
 
a )  R é a l i s a t i o n  t r a n s v e r s e  ( o u  n o n - r e c u r s i v e  )  
 
 C e t t e  r é a l i s a t i o n  e s t  d i t e  n o n - r é c u r s i v e  o u  t r a n s v e r s e  c a r  
e l l e  n e  f a i t  a p p a r a î t r e  a u c u n  b o u c l a g e  d e  l a  s o r t i e  s u r  l ' e n t r é e .  
E l l e  e s t  a s s o c i é  e x c l u s i v e m e n t   a u x  f i l t r e s  R . I . F .  L a  r e l a t i o n  d e  
r é c u r r e n c e  e s t  :  
 

 y k x k n
n

M

( ) ( ) =   b n
=
∑ −

0
     d ' o ù      H Z

n

M
n(Z) =  

Y(Z)
X(Z)

 =   b n
=

−∑
0

 

 

Z-1

Z-1

x(k) y(k)

Z-1

b1

b2

bM

b0

 
 
E x e m p l e  :    
H Z Z( ) . . ,= + = = =−05 2 05 0 22  donc b  b  et b0 1 2  e t  y ( k ) = 0 . 5  x ( k ) + 2 x ( k - 2 )  
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Z-1

x(k) y(k)

Z-1

2

0.5

 
  
b )  R é a l i s a t i o n  r é c u r s i v e   
 
 C e s  r é a l i s a t i o n s  s o n t  u t i l i s é e s  l o r s q u e  l a  s o r t i e  à  l ' i n s t a n t  k  
d é p e n d  d e  l ' e n t r é e  e t  d e  l a  s o r t i e  a u x  i n s t a n t s  p r é c é d e n t s .  
L ' é q u a t i o n  a u x  d i f f é r e n c e s  e s t  :  
 

 y k x k n y k i
n

M

i

N

( ) ( ) ( ) =   b  -   an i
= =
∑ ∑− −

0 1
  

e t  :  

 H Z
X Z

Z

Z

n

n

M

i

i

N( )
( )

 =  
Y(Z)

 =  
 b

 a

n

i

−

=

−

=

∑

∑
0

0

    a v e c  a0 = 1 

 
U n e  r é a l i s a t i o n  p o s s i b l e  d e  c e s  f i l t r e s  e s t  l a  s u i v a n t e  :  
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Z-1

Z-1

x(k)

Z-1

b1

b2

bM

b0

y(k)

Z-1

Z-1

Z-1

-a1

-a2

-a N

 
 
A t t e n t i o n  :  U n e  r é a l i s a t i o n  r é c u r s i v e  p e u t  s ' a p p l i q u e r  à  u n  f i l t r e  
R I I  o u  R I F .  C e r t a i n s  a u t e u r s  a s s o c i e n t ,  à  t o r t ,  R I I - R é c u r s i f   
 
E x e m p l e :   
 
C o n s i d é r o n s  l e  f i l t r e  à  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  f i n i e  h ( k )  :  
 
h ( 0 ) = h ( 4 ) = 1 ,  h ( 2 ) = h ( 6 ) = - 1 ,  h ( k )  =  0 ,  ∀ ∈k Z - (0, 2, 4,  6) . 
 

h(k)

k

1

-1
 

 
C e  f i l t r e  p e u t  ê t r e  r é a l i s é  s o u s  f o r m e  t r a n s v e r s e  :  

 H Z Z( ) =   h(k) Z  =  1 - Z - Z- k

k = 0

6
- 2 - 6∑ + − 4  

s o i t  :  
 y ( k ) = x ( k ) - x ( k - 2 ) + x ( k - 4 ) - x ( k - 6 )  
 
O n  p e u t  a u s s i  d o n n e r  u n e  f o r m e  r é c u r s i v e  à  c e  f i l t r e  :  
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 ( )H Z
Z

( )
)
)

 =   - Z  =  
1 -  (-Z

 -  (-Z
 =  

1 - Z- 2

k = 0

3 k -2

- 2

-8

∑ + −

4

21 1
 

 
L a  n o u v e l l e  é q u a t i o n  d e  r é c u r r e n c e  e s t  :  
 
 y ( k ) = x ( k ) - x ( k - 8 ) - y ( k - 2 )    ( f o r m e  r é c u r s i v e )  
 
S t r u c t u r e  c a n o n i q u e  d ' u n  f i l t r e  r é c u r s i f  
 
 N o u s  a v o n s  v u  q u e  l a  r é a l i s a t i o n  d ' u n  f i l t r e  r é c u r s i f  
n é c e s s i t e  N + M  r e t a r d s .  I l  e s t  s o u v e n t  u t i l e ,  p o u r  d e s  r a i s o n s  d e  
c o û t  o u  d ' i n t é g r a t i o n ,  d e  d i m i n u e r  l e  n o m b r e  d e  r e t a r d s .  N o u s  
a l l o n s  m o n t r e r  q u e  l ' o n  p e u t  r a m e n e r  c e  n o m b r e  à  N ,  e n  s u p p o s a n t  
N  M≥ .   
 S o i t  H ( Z )  l a  f o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  :  
 

 H Z
Z

a Z
Z Z

n

i
i

i

N( ) ( ) ( ) =  
 b

 =  G  G
n

n = 0

M

1 2

−

−

=

∑

∑
0

 

a v e c  a  =  10 ,  G  =  1 ( )Z
a Zi

i

i

N

1

0

−

=
∑

  e t   G  =   b Z2 n
n = 0

M
- n( )Z ∑  

G1( )Z  e s t  u n  f i l t r e  p u r e m e n t  r é c u r s i f  e t  G2 ( )Z  u n  f i l t r e  t r a n s v e r s e .  
S o i t  w ( k )  l a  s o r t i e  d e  G1( )Z ,  o n  a :  
 

G  (Z) G  (Z)x(k) y(k)
1 2

w(k)

 
 

L e s  r e l a t i o n s  e n t r e  x ( k ) ,  w ( k )  e t  y ( k )  s o n t  :  
 

 
W Z Z
Y Z Z

( ) ( )
( ) ( )

 =  G  X(Z)
 =  G  W(Z)

1

2

⎧
⎨
⎩

 

d ' o ù  :  

 
w k w k i

y k w k n

( ) ( )

( ) ( )

 =  x(k) -   a

 =   b              

i
i =1

N

n
n = 0

M

−

−

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

∑

∑
 

 
O n  p e u t  r é a l i s e r  H ( Z )  d e  l a  f a ç o n  s u i v a n t e  :  
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y(k)

Z-1

Z-1

Z
-1

-a1

-a2

-a N

Z-1

Z-1

x(k)

Z-1

b1

b2

bM

b0

G  (Z)

G  (Z)2

1  
 
o ù  e n c o r e ,  e n  r e g r o u p a n t  l e s  s o r t i e s  r e t a r d é e s  w ( k - i ) ,  u t i l i s é e s  
d a n s  l e s  d e u x  f i l t r e s  G Z1( )  e t  G Z2 ( ) :  
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Z-1

-a 1

-a 2

-a N

x(k) y(k)

Z-1

Z-1

b1

b2

bM

b0

 
 
C e t t e  r é a l i s a t i o n  e s t  s o u s  f o r m e  c a n o n i q u e  n e  c o m p o r t e  p l u s  q u e  
N  r e t a r d s .  
 
F o r m e  s é r i e  ( o u  c a s c a d e )  
 
S i  l a  f o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  H ( Z )  s ' é c r i t  :  

 H Z Z Z Z Z( ) ( ) ( ) . . . ( ) ( ) =  G  G   G  =  G1 2 L i
i =1

L

∏  

l a  r é a l i s a t i o n  d u  f i l t r e  e s t :  
 

G  (Z) G  (Z) G  (Z)x(k) y(k)
1 2 L

 
 
F o r m e  p a r a l l è l e :  
 
S i  H ( Z )  s ' é c r i t  :  

 H Z Z Z Z( ) ( ) . . . ( ) ( ) =  G  +   + G  =  G1 L i
i =1

L

∑  

a l o r s  :  
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+
x(k) y(k)

G  (Z)

G  (Z)

G  (Z)

1

2

L  
 

4 ° )  A n a l y s e  d e s  f i l t r e s  n u m é r i q u e s  
 
 L ' a n a l y s e  d ' u n  f i l t r e  n u m é r i q u e  c o n s i s t e  à  e x t r a i r e  l e s  
p r i n c i p a l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d e  c e  f i l t r e ,  q u i  s o n t  :  
 

•  L a  f o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  H ( Z ) .  
•  L e s  r é p o n s e s  t e m p o r e l l e s  ( i m p u l s i o n n e l l e ,  

i n d i c i e l l e ) .  
•  L a  s t a b i l i t é .  
•  L a  r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  H ( f )  e t  l a  n a t u r e  d u  f i l t r e .  

 
N o u s  a l l o n s  i l l u s t r e r  c e s  d i f f é r e n t s  p o i n t s  e n  é t u d i a n t  e n  d é t a i l  
u n  f i l t r e  p r e m i e r  o r d r e .  
 
a )  F i l t r e  d u  p r e m i e r  o r d r e  
 
C o n s i d é r o n s  l e  f i l t r e  d é f i n i  p a r  l ' é q u a t i o n  d e  r é c u r r e n c e  :  
 

 y ( k ) = a y ( k - 1 )  +  x ( k )  a v e c  
a ≠⎧
⎨
⎩

 1
a >  0  

 
F o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  
 
 L a  f o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  H ( Z )  e s t  o b t e n u e  e n  a p p l i q u a n t  l a  
T Z  a u x  d e u x  m e m b r e s  d e  l ' é q u a t i o n  o n  o b t i e n t  :  
 
 Y Z Y Z( ) ( ) =  a Z  +  X(Z)-1  
s o i t  :  

 H Z( ) =  
Y(Z)
X(Z)

 =  
1

 -  a Z-11
 

 
R é p o n s e s  t e m p o r e l l e s  
 
R é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  :  
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 L a  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  p e u t  ê t r e  o b t e n u e  d e  d e u x  f a ç o n s .  
S o i t  p a r  p r o g r a m m a t i o n  d i r e c t e ,  s o i t  p a r  T Z  i n v e r s e .  
 
 L a  p r o g r a m m a t i o n  d i r e c t e  c o n s i s t e  à  u t i l i s e r  l ' é q u a t i o n  a u x  
d i f f é r e n c e s  e t  à  r e m p l a c e r  x ( k )  p a r  l ' i m p u l s i o n  u n i t é  d ( k ) .  O n  a  
a l o r s  :  
 
∀ k <  0 ,  y ( k )  =  0  
  k  =  0 ,  y ( 0 )  =  a y ( - 1 )  +  x ( 0 )  =  d ( 0 )  =  1   
  k  =  1 ,  y ( 1 )  =  a y ( 0 )  +  x ( 1 )  =  a y ( 0 )  =  a  
  k  =  2 ,  y ( 2 )  =  a y ( 1 )  +  x ( 2 )  =  a y ( 1 )  =  a2  
 
P a r  r é c u r r e n c e  o n  t r o u v e  :  
 ∀ k >  0  ,      y(k) =  a k  
d ' o ù  :  
 ∀ ∈ k  R  ,      y(k) =  a k u k( )  
 
 O n  p e u t  o b t e n i r  c e  r é s u l t a t  p l u s  d i r e c t e m e n t  e n  c a l c u l a n t  l a  
T Z  i n v e r s e  d e  H ( Z ) .  E n  e f f e t ,  s i  x ( k ) = d ( k )  a l o r s  X ( Z ) = 1 ,  d ' o ù  :  
 

 Y ( Z )  =  H ( Z ) X ( Z )  =  
1

1 - a Z-1  

p a r  s u i t e  :  
 y k u k( ) ( ) =  a  .k  
 
R é p o n s e  i n d i c i e l l e  :  
 
 E n  c e  q u i  c o n c e r n e  l a  r é p o n s e  i n d i c i e l l e  o n  p e u t  p r o c é d e r  d e  
m ê m e  f a ç o n .  C ' e s t  à  d i r e  s o i t  p a r  p r o g r a m m a t i o n  d i r e c t e  e n  
r e m p l a ç a n t  x ( k )  p a r  u ( k ) ,  s o i t  p a r  T Z  i n v e r s e  d e  :  
 

 Y ( Z )  =  H ( Z ) X ( Z )  =  
H Z( )

1 - Z-1  

s o i t  :  

 Y ( Z )  =  
1

1 1 1 1 1( )( )- a Z - Z
=

1
- Z

-
a

- a Z
1
- a -1 -1 -1 -1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 

e t  :  

 [ ]y k( ) =  
1

1 - a
- a  u(k)k +11  

 
-  S i  a  >  1  a l o r s  { }lim ( )

k
y k

→+∞
∞= +  

y(k)

k
1

1 + a

0 1 2
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-  S i  a  <  1  a l o r s  { }lim ( )
k

y k
→+∞

 =  
1

1 - a
 

 
y(k)

k1

1
1 - a

0

 
 O n  p e u t  a u s s i  c a l c u l e r  l a  r é p o n s e  i n d i c i e l l e  e n  s o m m a n t  l a  
r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  :  
 
 y ( 0 )  =  h ( 0 )  =  1  
 y ( 1 )  =  h ( 0 )  +  h ( 1 )  =  1  +  a  
 y ( 2 )  =  h ( 0 )  +  h ( 1 )  +  h ( 2 )  =  1  +  a  +  a2  
 
d ' o ù  :  

 ∀ ∑ ∑ k >  0    y(k) =   h(i) =   a  =  
1 -  a

1 -  ai = 0

k
i

i = 0

k k +1

u k( )  

 
R é p o n s e  à  u n e  e n t r é e  q u e l c o n q u e  :  
 
 D e  m a n i è r e  g é n é r a l e ,  p o u r  u n e  e n t r é e  x ( k )  q u e l c o n q u e  o n  
p e u t  c a l c u l e r  y ( k )  s o i t  p a r  p r o g r a m m a t i o n  d i r e c t e ,  s o i t  p a r  c a l c u l  
d e  l a  T Z  i n v e r s e .  
 
S t a b i l i t é   
 
 O n  p e u t  é t u d i e r  l a  s t a b i l i t é  d u  f i l t r e  à  p a r t i r  d e  l a  p o s i t i o n  
d e s  p ô l e s  d e  H ( Z ) .  P o u r  c e  p r e m i e r  o r d r e  o n  a  u n  s e u l   p ô l e  p0  :  
 
  1 0

1- a p = 0 p = a0
− ⇔  

 
L e  f i l t r e  e s t  d o n c  s t a b l e  s i  p  <  10  c ' e s t  à  d i r e  s i  a < 1 .  
 I l  e s t  a u s s i  p o s s i b l e  d ' é t u d i e r  l a  s t a b i l i t é  à  p a r t i r  d e  l a  
r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e .  E n  e f f e t  :  
 

  h(i)  =   a  =  
1

1 -  a
 si a <  1

+      si a >  1 i = -

i

i = 0

+

∞

+ ∞ ∞

∑ ∑
∞

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

 
O n  r e t r o u v e  l a  m ê m e  c o n d i t i o n  d e  s t a b i l i t é .  
 
R é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  e t  n a t u r e  d u  f i l t r e  
 
 O n  p e u t  c a l c u l e r  l a  r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  H ( f )  p a r  
t r a n s f o r m a t i o n  d e  F o u r i e r  d e  h ( k ) .  C e p e n d a n t ,  o n  l ' o b t i e n t  p l u s  
f a c i l e m e n t  e n  p o s a n t  :  
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 H f( ) =  H(Z)

Z =  e+2 jfTeπ  
 
D a n s  l e  c a s  d u  p r e m i e r  1er  o r d r e :  
 

 H f( ) =  
1

1 -  a e - 2 jfTeπ  

 
o u  e n c o r e  H f( ) =  H(f)  e j (f)ϕ  a v e c  :  
 

 H f( )
)

 =  
e

 +  a  -  2 a cos(2 fT
 

j (f)

2
e

ϕ

π1
 

e t  :  

 
ϕ

π
π

π

( )
)

)

( )
)

f

H f

 =  Arctg 
a sin(2 fT

 -  a cos(2 fT
   

 =  
1

1 +  a  -  2 a cos(2 fT

e

e

2
e

1
2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

 

 
P o u r  t r a c e r  H f( )

2
 o n  s ' i n t é r e s s e  à  l a  b a n d e  [ 0 , Fe] ,  c a r  H ( f + Fe) = H ( f )  

 

F  /2 F
f

(1+a)

(1-a)

1

1

H(f)

2

2

2

ee  
 
I m p o r t a n t :  D ' u n e  f a ç o n  p l u s  g é n é r a l e ,  s i  l e  f i l t r e  à  d e s  
c o e f f i c i e n t s  r é e l s  a l o r s  s a  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  e s t  r é e l l e .  
D ' a p r è s  l e s  p r o p r i é t é s  d e  l a  t r a n s f o r m é e  d e  F o u r i e r ,  o n  e n  d é d u i t  
q u e  H f f( ) ( )−  =  H*  d ' o ù  :  
 

 
H f H f
f f
( ) ( )

( ) ( )
 =   

 =  -    
−
−

⎧
⎨
⎩ϕ ϕ

 

 
C o m m e  d e  p l u s  l e s  s i g n a u x  s o n t  é c h a n t i l l o n n é s  o n  a :  
 
 H ( f )  =  H ( f  +  Fe)  
 
d ' o ù  :  
 H ( Fe - f )  =  H ( - f )  =  H f*( )  
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P a r  s u i t e  :  
 

 
H f H F f

f F f
e

e

( ) ( )
( ) ( )

 =   
 =  -    

−
−

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ϕ ϕ
 

 
 O n  p e u t  d o n c ,  d a n s  l e  c a s  d ' u n  f i l t r e  à  c o e f f i c i e n t s  r é e l s ,  
r e s t r e i n d r e  l ' é t u d e  à  l a  b a n d e  0 2 ,  Fe / .  C e c i  e s t  c o h é r e n t  a v e c  l e  
f a i t  q u e  l e  s i g n a l  d ' e n t r é e  e s t  é c h a n t i l l o n n é  à  u n e  f r é q u e n c e  Fe .  
S a  f r é q u e n c e  m a x i m a l e  e s t  Fe / 2.  
 
P o u r  f i n i r ,  o n  d é f i n i t  l e  g a i n  s t a t i q u e  Gs p a r  :  
 
 Gs =  H ( p = 0 )  =  H ( f = 0 )  =  H ( Z = 1 )  
 
D a n s  l e  c a s  d ' u n  p r e m i e r  o r d r e  l e  g a i n  s t a t i q u e  e s t  :  
 

 Gs =  
1

1 -  a
 

 
 L ' é t u d e  d e  l a  r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  p e r m e t  d e  d é t e r m i n e r  l a  
f o n c t i o n  d u  f i l t r e .  O n  c o n s t a t e  q u e  c e  f i l t r e  a m p l i f i e  l e s  b a s s e s  
f r é q u e n c e s  e t  a t t é n u e  l e s  h a u t e s  f r é q u e n c e s .  C ' e s t  d o n c  u n  f i l t r e  
p a s s e - b a s .  
 
b )  S t a b i l i t é  d e s  f i l t r e s  d u  s e c o n d  o r d r e  
 
 O n  p e u t ,  d a n s  t o u s  l e s  c a s ,  d é c o m p o s e r  l a  f o n c t i o n  d e  
t r a n s f e r t  r a t i o n n e l l e  H ( Z )  d ' u n  f i l t r e ,  e n  u n  p r o d u i t  d e  f o n c t i o n s  
d e  t r a n s f e r t  G Zi ( )  d ' o r d r e  1  o u  2  :  
 

 H Z G Zi( ) ( ) =  
i =1

n

∏  

 
 L e  c a s  o ù  G Zi ( )  e s t  d ' o r d r e  1  a y a n t  d é j à  é t é  t r a i t é ,  n o u s  
a l l o n s  n o u s  i n t é r e s s é  a u  c a s  o ù  G Zi ( )  e s t  d ' o r d r e  2 ,  c ' e s t  à  d i r e  s i  
:  
 

 G Z
Z Z

Z Zi ( ) =  
b  +  b  +  b
1 +  a  +  a

0 1 2

1 2

− −

− −

1 2

1 2  

 
 L ' é t u d e  d e  l a  s t a b i l i t é  p e u t  s ' e f f e c t u e r  d a n s  l e  p l a n  ( )a , a1 2 .  
E n  e f f e t  o n  s a i t  q u e  a2  e s t  l e  p r o d u i t  d e s  p ô l e s  Z1 e t  Z2  q u i  s o n t  
c o m p l e x e s  c o n j u g u é s .  D ' o ù  :  
 
 a Z2 1 2

2
 =  Z  =  Z  <  11  

 
U n e  p r e m i è r e  c o n d i t i o n  d e  s t a b i l i t é  e s t  d o n c  :  
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( 1 )  a2 <  1 

D e  p l u s  l e s  p ô l e s  s o n t  r é e l s  s i  a 2  <  
a
4
1
2

 e t  c o m p l e x e s  d a n s  l e  c a s  

c o n t r a i r e .  L a  p a r a b o l e  d ' é q u a t i o n  :  
 

( 2 )  a 2  =  
a
4
1
2

 

 
p o r t e  l e s  p ô l e s  d o u b l e s .  S u p p o s o n s  l e s  p ô l e s  r é e l s  :  
 

 
Z a

Z a

1 1
2

2 1
2

 =  -
a
2

 +  
1
2

 -  4a

 =  -
a
2

 -  
1
2

 -  4a

1
2

1
2

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

 

 
L e  f i l t r e  e s t  s t a b l e  s i  :  
 
 − 1 2 1 <  Z  <  Z  <  1  
 
C ' e s t  à  d i r e  s i  :  
 

 
−
⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

1 <  -
a
2

 -  
1
2

 -  4a

 >  -
a
2

 +  
1
2

 -  4a

1
2

1
2

a

a

1
2

1
21

 

 
s o i t  :  
 

 
a
a

1
2 2

1
2 2

 -  4a  <  (2 -  a
 -  4a  <  (2 +  a

2 1

2 1

)
)

⎧
⎨
⎩

 

 
o u  e n c o r e  :  
 

( 3 )  
a  >  - 1 +  a
a  >  - 1 -  a

2 1

2 1

⎧
⎨
⎩

 

 
 L e  d o m a i n e  d e  s t a b i l i t é  d a n s  l e  p l a n  d e s  c o e f f i c i e n t s  (a , a1 2 )  
e s t  d é l i m i t é  p a r  l e s  t r o i s  d r o i t e s  o b t e n u e s  à  p a r t i r  d e s  r e l a t i o n s  
( 1 )  e t  ( 3 )  :  
 

a2= 1  ;  a2= - 1 + a1 ;  a2= - 1 - a1 
 
 D e  p l u s  l a  p a r a b o l e  o b t e n u e  e n  ( 2 )  e s t  l a  f r o n t i è r e  e n t r e  l e s  
p ô l e s  c o m p l e x e s  e t  r é e l s  
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1

Réels

Complexes

-1

2-2
a

a

1

2

a 1

1 1

a 2

a 2

a 2

= - a  -1 =  a  -1

4

2

=

 
 
 L e  f i l t r e  e s t  s t a b l e  s i  l e s  c o e f f i c i e n t s  a1 e t  a2  s e  t r o u v e n t  à   
l ' i n t é r i e u r  d u  t r i a n g l e .  
 
c ° )  F i l t r e s  c o u r a m m e n t  u t i l i s é s .  
 
F i l t r e s  à  p h a s e  l i n é a i r e .   
 
 U n  f i l t r e  e s t  c a r a c t é r i s é  p a r  l e  m o d u l e  e t  l a  p h a s e  d e  s a  
r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  H ( f )  :  
 
 H f( ) =  H(f)  e j (f)ϕ  
 
O n  d é f i n i t  l e  t e m p s  d e  p r o p a g a t i o n  d e  g r o u p e  ( o u  r e t a r d )  τ( )f  p a r :  
  

 τ
π

ϕ
( )f  =  

-  1
2

 
d (f)

df
 

 
L e  f i l t r e  e s t  à  p h a s e  l i n é a i r e  s i  τ( )f  e s t  c o n s t a n t .  D a n s  c e  c a s  :  
 
 ϕ π τ ϕ( )f = -2  f + 0 
 
 C e t t e  c a r a c t é r i s t i q u e  e s t  s o u v e n t  r e c h e r c h é e  c a r  e l l e  p e r m e t  
d ' a v o i r  u n  r e t a r d  c o n s t a n t  τ  q u e l q u e  s o i t  l a  f r é q u e n c e  d u  s i g n a l  
d ' e n t r é e .   
 P o u r  u n  f i l t r e  R . I . F  o n  p e u t  m o n t r e r  q u e  l a  p h a s e  e s t  l i n é a i r e  
s i  l e s  c o e f f i c i e n t s  s o n t  s y m é t r i q u e s  :  
 

b i  =  b M - i  
 
E n  e f f e t  l a  f o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  s ' é c r i t  :  
 

 H Z( ) =   b  Zi
- i

i = 0

M

∑  

 
S i  M = 2 P  a l o r s  :  
 

 [ ]H Z Z ZP i( ) =  b  +   b  +  ZP i
i = 0

P -1
- (M - i)− −∑  
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 [ ]H Z b ZP
P

P i( ) =  Z  +   b  +  Zi
i = 0

P -1
- i - P− ∑⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 
d ' o ù  :  

 H f b f P i TP e( ) cos( ( ) ) =  e  +  2  b- 2 jfPT
i

i = 0

P -1
eπ π2 −
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥∑  

 
S u i v a n t  l e  s i g n e  d e  l ' e x p r e s s i o n  e n t r e  c r o c h e t s ,  l a  p h a s e  ϕ( )f  v a u t :  
 

 
ϕ π

ϕ π π

( )

( )

f
ou

f

 =  - 2 fPT         

 =  - 2 fPT  +  

e

e

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

 

 
L a  p h a s e  e s t  l i n é a i r e  e t  l e  t e m p s  d e  p r o p a g a t i o n  e s t  c o n s t a n t  :  
 

 τ
π

ϕ
 =  

- 1
2

 
d (f)

df
 =  P Te  

 
O n  p e u t  m o n t r e r  d e  m ê m e  q u e  s i  M  e s t  i m p a i r  ( M = 2 P + 1 )  a l o r s  

τ =  P +  
1
2

 Te
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟   

 
F i l t r e s  à  d é p h a s a g e  m i n i m a l .  
 
 L o r s  d e  l a  r é a l i s a t i o n  d ' u n  f i l t r e  n u m é r i q u e ,  l e  c a h i e r  d e s  
c h a r g e s  p o r t e  l e  p l u s  s o u v e n t  s u r  l a  f o n c t i o n  d u  f i l t r e  ( P a s s e -
H a u t ,  P a s s e - B a n d e ,  . . ) . C ' e s t  à  d i r e  s u r  l e  m o d u l e  H f( )  d e  l a  
r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e .  C e p e n d a n t ,  p o u r  c e r t a i n e s  a p p l i c a t i o n s ,  l a  
v a r i a t i o n  d e  l a  p h a s e ,  p o u r  u n e  v a r i a t i o n  d e  f r é q u e n c e  d o n n é e ,  
d o i t  ê t r e  m i n i m a l e .  C e s  f i l t r e s  s o n t  a p p e l é s  f i l t r e  à  d é p h a s a g e  
m i n i m a l  . O n  p e u t  m o n t r e r  q u ' u n  f i l t r e  s t a b l e  e s t  à  d é p h a s a g e  
m i n i m a l  s i  s e s  z é r o s  s o n t  d a n s  l e  c e r c l e  u n i t é .  
 
E x e m p l e :   
 
C o n s i d é r o n s  l e s  d e u x  f i l t r e s  H Z1( ) e t  H Z2 ( )  d é f i n i s  p a r  :  
 

 H Z1 ( ) =  
1 -  0,2Z
1 -  0,5Z

-1

-1    ;   H Z2 ( ) =  
1 -  0,2Z

1 -  0,5Z-1  

 
H Z1( ) e t  H Z2 ( )  s o n t  s t a b l e s  (p0 = 0,5) .  D e  p l u s  l e s  r é p o n s e s  
f r é q u e n t i e l l e s  H Z1( ) e t  H Z2 ( )  s o n t  t e l l e s  q u e  :  
 

 H f H f1 2( ) ( )
)

)
 =   =  

1,04 -  0,4cos(2 fT
1,25 -  cos(2 fT

e

e

π
π
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 ϕ
π

π
π

π1 ( )
)

)
)

)
f  =  Arctg

0,2sin(2 fT
1 -  0,2cos(2 fT

 -  Arctg
0,5sin(2 fT

1 -  0,5cos(2 fT
e

e

e

e

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  

 

 ϕ
π

π
π

π2 ( )
)

)
)

)
f  =  -  Arctg

0,2sin(2 fT
1 -  0,2cos(2 fT

 -  Arctg
0,5sin(2 fT

1 -  0,5cos(2 fT
e

e

e

e

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  

 
 C e s  f i l t r e s  n e  d i f f é r e n t  q u e  p a r  l e u r  r é p o n s e  e n  p h a s e .  S i  
l ' o n  f a i t  v a r i e r  f  d e  0  à  Fe / 4,  l e s  p h a s e s  ϕ1 ( )f  e t  ϕ2 ( )f  v a r i e n t  
r e s p e c t i v e m e n t  d e  0  à  - 1 5 °  e t  d e  0  à  - 3 7 ° .  D e  p l u s  l e s  z é r o s  d e  
H Z1( ) e t  H Z2 ( )  s o n t  r e s p e c t i v e m e n t  0 , 2  e t  1 / 0 , 2  =  5 .  H Z1( ) e s t  à  
d é p h a s a g e  m i n i m a l .  
 
F i l t r e s  P a s s e - T o u t .  
 
 C e s  f i l t r e s  H Zpt ( ) n e  m o d i f i e n t  q u e  l a  p h a s e  d e s  s i g n a u x  
d ' e n t r é e  :  
 
 H fpt ( )  =  1 
 
 I l s  s o n t  c o u r a m m e n t  u t i l i s é s  p o u r  m o d i f i e r  l e  c o m p o r t e m e n t  
d e  c e r t a i n s  s y s t è m e s  n u m é r i q u e s  e n  é l i m i n a n t ,  p a r  e x e m p l e ,  l e s  
p ô l e s  i n s t a b l e s .  
 
E x e m p l e   
 
A u  p r e m i e r  o r d r e ,  c e s  f i l t r e s  s o n t  d é f i n i s  p a r  :  
 

 H Z
a

pt ( ) =
Z -

1 - a Z

-1

-1     a v e c  a  <  1  

 

L e  z é r o s  Z0  v a u t  1
a

 e t  l e  p ô l e  p0 =  a .  

 

 H fpt ( )  =  
e  -  a

1 -  a e
 =  1

-2 jfT

- 2 jfT

e

e

π

π  

 

 ϕ
π

π
π

πpt f( )
)

)
)

)
 =  Arctg

sin(2 fT
a -  cos(2 fT

 -  Arctg
a sin(2 fT

1 -  a cos(2 fT
e

e

e

e

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  

 
F i l t r e s  M o y e n n e u r s .  
 
 C e s  f i l t r e s  e f f e c t u e n t  u n e  m o y e n n e  g l i s s a n t e  s u r  l e  s i g n a l .  
L ' é q u a t i o n  d e  r é c u r r e n c e  e s t  :  
 

 y k( ) =  
1
N

   x(k - i)
i = 0

N -1

∑  
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L a  f o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  e s t  :  
 

 H Z( ) =
1
N

Z =
1
N

1 -  Z
1 -  Z

- i

i = 0

N -1 -N

-1∑  

 
 L a  f o r m e  r é c u r s i v e  o b t e n u e  p o u r  H ( Z )  c o n d u i t  à  u n e  n o u v e l l e  
e x p r e s s i o n  d e  l ' é q u a t i o n  d e  r é c u r r e n c e  :  
 

 y k( ) =  y(k - 1) +  
x(k) -  x(k - N)

N
 

 
L a  r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  s ' é c r i t  :  
 

 H f( )
)

)
 =  

1 -  e
1 -  e

 =  e  
1
N

 
sin( fNT
sin( fT

-2 jfNT

- 2 jfT
- jf(N -1)T e

e

e

e

e

π

π
π π

π
 

 
 

f

H(f)

NTNT
1 2

ee

F  /2e

1

 
 
C ' e s t  u n  f i l t r e  p a s s e - b a s .  L e  l i s s a g e  d u  s i g n a l  d ' e n t r é e  x ( k )  s e r a  
d ' a u t a n t  p l u s  i m p o r t a n t  q u e  N  s e r a  g r a n d .  
L e  g a i n  s t a t i q u e  Gs  v a u t  :  Gs = H ( Z = 1 ) = 1 .  
C ' e s t  u n  f i l t r e  à  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  f i n i e  :  

 

 h k( ) =  
1
N

 k -
N
2

N
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟∏  

 
C ' e s t  u n  f i l t r e  à  p h a s e  l i n é a i r e .  L e  t e m p s  d e  p r o p a g a t i o n  τ  e s t  d e  

N −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
2

 Te .  

 
F i l t r e  e n  p e i g n e .   
 
L e  f i l t r e  d o n t  l a  f o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  s ' é c r i t  
 

 H Z( ) =
1 - Z

N

-N
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e s t  a p p e l é  f i l t r e  e n  p e i g n e  à  c a u s e  d e  s a  r e p r é s e n t a t i o n  
f r é q u e n t i e l l e  :  
 

 H f
j

( ) ) =  
1 -  e

N
 =  e  

2
N

 sin(2 fNT
-2 jfNT

- jfNT

e

e
e

π
π

π

π
+

2  

 
d ' o ù  :  
 

F
f

H(f)

e

2/N

 
 
S a  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  e s t  d o n n é e  p a r  :  
 

 h ( 0 ) = - h ( N ) = 1
N

  e t   h ( k ) = 0   si   k 0   et   k N≠ ≠  

 
S o n  é q u a t i o n  a u x  d i f f é r e n c e s  e s t  :  
 

 y k( ) =  
x(k) -  x(k - N)

N
 

C ' e s t  u n  f i l t r e  à  p h a s e  l i n é a i r e  :  τ =  (NTe ) / 2  
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I X  S y n t h è s e  d e  f i l t r e s  N u m é r i q u e s  
 

1 ° )  R a p p e l s  s u r  l e s  f i l t r e s  a n a l o g i q u e s .  
 
F i l t r e  i d é a l  
 
 U n  f i l t r e  i d é a l  e s t  g é n é r a l e m e n t  r e p r é s e n t é ,  e n  f r é q u e n c e s ,  
p a r  u n e  o u  p l u s i e u r s  f o n c t i o n s  p o r t e s .  
 
E x e m p l e  :  
 
- C o n s i d é r o n s  l e  f i l t r e  p a s s e - b a s  d e  r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  H ( f )  e t  
d e  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  h ( t )  :  
 

H f( ) =  H(f)  e j (f)ϕ   a v e c  
H(f)  =  (f)

 =  0              
FC

∏⎧
⎨
⎩ϕ( )f

 

d ' o ù  h t t( ) ).= 2 F  sinc(2  FC Cπ  
 

H(f) h(t)

2F
Fc

c 2Fc
-Fc 1-1

2Fc

f t

 
 
- D e  m ê m e  p o u r  l e  f i l t r e  p a s s e - b a n d e  :  
 

H(f)

f
P-FP-F OF- +

PF +
PF -

O-F

1

 
 
 C e  t y p e  d e  f i l t r e  n ' e s t  p a s  p h y s i q u e m e n t  r é a l i s a b l e .  L a  
r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  n ' e s t  p a s  c a u s a l e .  E n  s u p p o s a n t  q u e  c e t t e  
r é p o n s e  e s t  l i m i t é e  p a r  u n e  f e n ê t r e  w ( t ) ,  l a  n o u v e l l e  r é p o n s e ,  
n o t é e  h t1( ) ,  s ' é c r i t  :  
 
 h t1( )= h ( t ) w ( t )  
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L a  r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  H f1( ) c o r r e s p o n d a n t e  e s t  :  
 
 H f1( ) = H ( f ) * W ( f )  
 
E x e m p l e  :  

S i  w t( ) =  t -
T
2

T
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟∏   a l o r s   :  

 
 H f1 ( ) = H(f) * T sinc ( fT)e- jfTπ π  
 
A i n s i ,  d a n s  l e  c a s  d ' u n  f i l t r e  p a s s e - b a s  o n  t r o u v e  :  
 

 H f1 ( ) ( =  T sinc ( f - u)T) e  du - j(f - u)T

- F

F

C

C
π π∫  

 
ϕ1( )f   e s t  d i f f é r e n t  d e  z é r o  e t  H f1( ) e s t  r e p r é s e n t é e  p a r  :  
 

F

1

f

H  (f)

-F cc

1

 
 
 C e s  o n d u l a t i o n s  s o n t  c o n n u e s  s o u s  l e  n o m  d e  p h é n o m è n e  d e  
G I B B S .  
 
G a b a r i t  
 
 O n  a p p r o c h e  d o n c  l a  r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  i d é a l e  u n  g a b a r i t .  
P o u r  u n  f i l t r e  p a s s e - b a s ,  l e  g a b a r i t  e s t  d é f i n i t  p a r  :  
 

H(f)

f
F F F

d

1 + d

1 - d

P AC

P

P

A

 
 
 L a  f r é q u e n c e  d e  c o u p u r e  FC  e s t  o b t e n u e  p o u r  u n e  a t t é n u a t i o n  
d e  3 d B .  L a  b a n d e  [ 0 ,  FC ]  e s t  a p p e l é  b a n d e  p a s s a n t e ,  [ FP,  FA ]  e s t  l a    
b a n d e  d e  t r a n s i t i o n .  e t  [ FA , +∞ ]  l a  b a n d e  a t t é n u é e .  L e s  v a l e u r s  d p  
e t  dA  s o n t ,  r e s p e c t i v e m e n t  l e s  t a u x  d ' o n d u l a t i o n s  d a n s  l a  b a n d e  
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p a s s a n t e  e t  d a n s  l a  b a n d e  a t t é n u é e .  O n  m e s u r e  l a  r a i d e u r  ( o u  
s é l e c t i v i t é )  d u  f i l t r e  R  p a r  :  

R
A

=
F
F

P  

D e  m ê m e ,  p o u r  l e  f i l t r e  p a s s e - b a n d e ,  l e  g a b a r i t  e s t  :  
 

FFF PA

H(f)

f
F F

d

1 + d

1 - d

P A

P

P

A

0
+ +- -

 
 
 O n  d é f i n i t  l a  f r é q u e n c e  c e n t r a l e  F0,  l a  r a i d e u r  R  e t  l a  l a r g e u r  
d e  b a n d e  r e l a t i v e  B  p a r  :  
 

 F0 = F  FP
+

P
-   ;   R =

−
−

F F
F F

P
+

P
-

A
+

A
-   ;   B

F
=

F FP
+

P
-−

0
 

 
 S i  B  e s t  i n f é r i e u r  à  0 , 1  l e  f i l t r e  e s t  d i t  à  l a  b a n d e  é t r o i t e .  S i  
B  e s t  s u p é r i e u r  à  0 , 5 ,  l e  f i l t r e  e s t  à  b a n d e  l a r g e .  
 L e  g a b a r i t  d u  f i l t r e  p a s s e - h a u t  ( R e s p .  c o u p e - b a n d e )  e s t  
d é f i n i  d e  f a ç o n  a n a l o g u e  a u  p a s s e - b a s  ( R e s p .  p a s s e - b a n d e ) .  L e  
r ô l e  d e s  b a n d e  a t t é n u é e  e t  p a s s a n t e  e s t  i n v e r s é .  
 
N o r m a l i s a t i o n  
 
 U n  f i l t r e  p a s s e - b a s ,  d e  f o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  H ( p )  e s t  
n o r m a l i s é  s i  s a  p u l s a t i o n  d e  c o u p u r e  e s t  d e  1  r d / s  e t  s i  H( )0  = 1.  
O n  d é c r i t  c e s  f i l t r e s ,  d e  f a ç o n  g é n é r a l e ,  p a r  :  
 

 H p
a p a p a pn

n( )
. . .

=
1

a 0 + + + +1 2
2    a v e c    a = 10   c a r  H p( )= 0 = 1 .  

 
 P l u s i e u r s  a u t e u r s  o n t  p r o p o s é  u n  j e u  d e  c o e f f i c i e n t s  ai .  O n  
c i t e r a ,  p a r  e x e m p l e ,  B U T T E W O R T H  q u i  a  c a l c u l é  l e s  c o e f f i c i e n t s  
ai  d e  f a ç o n  à  c e  q u e  l e s  n  p r e m i è r e s  d é r i v é e s  d e  H ( f )  s o i e n t  n u l l e s  
p o u r  f  =  0  e t  :  
 

 H f n( ) 2

c

 =  
1

1 +  
f
f

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

2     o u  e n c o r e     H n( )ω
ω
ω

2

c

 =  
1

1 +  
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

2  
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 L e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  f i l t r e s  d e  B U T T E W O R T H  n o r m a l i s é s  
s o n t  :  
 

n  a0  a1 a2  a3 a4  a5 a6  

2  1  2  1      
3  1  2  2  1     
4  1  2 , 6 1 3 1  3 , 4 1 4 2 2 , 6 1 3 1 1    
5  1  3 , 2 3 6 1  5 , 2 3 6 1 5 , 2 3 6 1 3 , 2 3 6 1 1   
6  1  3 , 8 6 3 7  7 , 4 6 4 1 9 , 1 4 1 6 7 , 4 6 4 1 3 , 8 6 3 7  1  

 
 D e  m ê m e  B E R N S T E I N  a  p r o p o s é  d e s  c o e f f i c i e n t s  e n  u t i l i s a n t  
l e s  p o l y n ô m e s  d e  L E G E N D R E .  
 

n  a0  a1 a2  a3 a4  a5 a6  

2  1  2  1      
3  1  2 , 3 5 3 7  2 , 2 7 0 0 1 , 7 3 1 9    
4  1  3 , 0 4 1 1  4 , 6 2 5 3 3 , 8 2 8 0 2 , 4 4 9 3   
5  1  4 , 0 1 7  7 , 5 6 8 9 9 , 8 5 2 9 6 , 9 3 6 9 4 , 4 7 1 0   
6  1  4 , 8 0 5 6  1 1 , 5 4 9 1 7 , 2 0 6 1 9 , 0 1 8 1 2 , 2 0 4  7 , 0 7 0 2  

 
 
 P o u r  r é a l i s e r  d e s  f i l t r e s  p a s s e - b a n d e ,  p a s s e - h a u t  o u  c o u p e -
b a n d e ,  i l  s u f f i t  d ' e f f e c t u e r  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  d u  f i l t r e  p a s s e - b a s  
n o r m a l i s é .  C e t t e  t r a n s f o r m a t i o n  p o r t e  s u r  l a  v a r i a b l e  d e  L a p l a c e  
p .  
 

p
p
FC

→
2π

 :  F i l t r e  p a s s e - b a s  d e  f r é q u e n c e  d e  c o u p u r e  FC  

 

p
F
p

C→
2π

 :  F i l t r e  p a s s e - h a u t  d e  f r é q u e n c e  d e  c o u p u r e  FC  

 

p
B

p
F

F
p

→ +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1
2

2

0

0

π
π

 :  F i l t r e  p a s s e - b a n d e  d e  f r é q u e n c e  c e n t r a l e  F0 e t  

        d e  l a r g e u r  d e  b a n d e  r e l a t i v e  B  
 

p
B

p
F

F
p

→
+

2
2

0

0

π
π  :  F i l t r e  c o u p e - b a n d e  d e  f r é q u e n c e  c e n t r a l e  F0 e t  d e  

    l a r g e u r  d e  b a n d e  r e l a t i v e  B  
 
E x e m p l e :  T r a n s f o r m a t i o n  d u  f i l t r e  p a s s e - b a s  d u  1er  o r d r e  e n  u n  
f i l t r e  p a s s e  h a u t  d e  f r é q u e n c e  d e  c o u p u r e  FC  :  
 

H p( ) =  
1

1 + p
 :  p a s s e - b a s  n o r m a l i s é  1er  o r d r e  
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H p1 ( ) =  H
2 F

p
 =  

p
p + 2 F  

C

C

π
π

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  :  P a s s e - h a u t  d e  f r é q u e n c e  d e  c o u p u r e  

FC .   
 

2 ° )  S y n t h è s e  d e  f i l t r e  p a r  t r a n s f o r m a t i o n  d e  p  e n  Z .  
 
 L e  p a s s a g e  d e  l a  f o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  H ( p )  à  H ( Z )  s ' e f f e c t u e  
,  d e  f a ç o n  t h é o r i q u e ,  e n  p o s a n t  p = L n [ Z ] ,  c e  q u i  c o n d u i t  à  u n e  
f o n c t i o n  H ( Z )  n o n - r a t i o n n e l l e  e t  d o n c  à  u n  f i l t r e  d i f f i c i l e m e n t  
r é a l i s a b l e .  
 
 P o u r  p a s s e r  d u  f i l t r e  a n a l o g i q u e  a u  f i l t r e  n u m é r i q u e ,  i l  f a u t  
d o n c  t r o u v e r  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  p = f ( Z )  q u i  p e r m e t  d ' é c r i r e  l a  
f o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  d u  f i l t r e  d i s c r e t  s o u s  f o r m e  r a t i o n n e l l e ,  
d o n c  r é a l i s a b l e  s i m p l e m e n t .  C e s  r e l a t i o n s  s o n t  é t a b l i e s  p a r  
é q u i v a l e n c e  e n t r e  l a  f o n c t i o n  r é a l i s é e  p a r  l e  f i l t r e  a n a l o g i q u e  
H ( p )  e t  l e  f i l t r e  d i s c r e t  H Z1( ).   
 
 D a n s  t o u s  l e s  c a s ,  l a  r e l a t i o n  e n t r e  p  e t  Z  n ' e s t  q u ' u n e  
a p p r o x i m a t i o n  d e  Z =  epTe ,  q u i  c o n d u i t  à  u n e  d é f o r m a t i o n  d e  l a  
r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e .  C ' e s t  à  d i r e  :  
 
 H p Z e jfT( ( )= 2 jf)  H1π π≠ = 2  
 
o ù  H1( )Z  e s t  l e  f i l t r e  o b t e n u  p o u r  H ( p = f ( Z ) ) .  
 
a ° )  E q u i v a l e n c e  d e  l a  d é r i v a t i o n  
 
 L ' a c t i o n  d é r i v é e ,  e n  c o n t i n u ,  e s t  c a r a c t é r i s é e  p a r  l a  f o n c t i o n  
d e  t r a n s f e r t  H pD ( ) :  
 
  H pD ( )  =  p .  
 
E n  d i s c r e t  l a  d é r i v é e  y ( k )  d u  s i g n a l  x ( k )  p e u t  s ' a p p r o c h e r  p a r  :  
 

( 1 )  y k( ) =
x(k) - x(k - 1)

Te
 

d ' o ù  :  

 H Z( ) =
Y(Z)
X(Z)

=
1 - Z

T

-1

e
 

 
S i  l ' o n  p o s e  H pD ( )  H(Z)=  a l o r s  :  
 

p =  
1 - Z

T

-1

e
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R e m a r q u e  :  C ' e s t  u n  a p p r o x i m a t i o n ,  a u  1 e r  o r d r e  d e  Z =  e pTe  :  
 

 Z− ≈1 = e 1 - pT   d' où  p =
1 - Z

T
- pT

e

-1

e

e  

 
E x e m p l e :  D é t e r m i n e r  l a  r e l a t i o n  d e  r é c u r r e n c e  d u  f i l t r e  
n u m é r i q u e  H Z1( ) c o r r e s p o n d a n t  a u  f i l t r e  a n a l o g i q u e  H ( p )  :  
 

  H p( ) =
1

1 + p
    ( p a s s e - b a s  n o r m a l i s é )  

 

  H Z
Z1 11

( ) =  H p =  
1 - Z

T
 =  

T
T

-1

e

e

e

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

+ − −  

d ' o ù  :  

  [ ]y k x k( ) ( ) =  
1

T
T  +  y(k - 1)

e
e+ 1

 

 
L a  r é a l i s a t i o n  e s t  :  
 

+
Te Te+1

x(k) y(k)

1

Z-1

 
 
R e m a r q u e  :  I l  e x i s t e  d ' a u t r e s  a p p r o c h e s  d e  l a  d é r i v a t i o n  e n  
d i s c r e t .  M a i s  l a  r e l a t i o n  ( 1 )  e s t  l a  p l u s  c o u r a m m e n t  u t i l i s é e .  
 
b ° )  T r a n s f o r m a t i o n  b i l i n é a i r e  ( E q u i v a l e n c e  d e  l ' i n t é g r a t i o n )  
 
 C ' e s t  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  t r è s  f r é q u e n t e  d a n s  l a  r é a l i s a t i o n  
d e  f i l t r e s  n u m é r i q u e s .  E l l e  c o n s i s t e  à  a p p r o c h e r  l ' i n t é g r a t i o n  

i d é a l ,  H pI ( ) =  1
p

 ,  p a r  l a  r e l a t i o n  d e  r é c u r r e n c e ,  e n  d i s c r e t  :  

 

 [ ]y k x k x k( ) ( ) ( )= y(k - 1) +
T

+e

2
1−  

 

o ù ,  T  +  e

2
1x k x k( ) ( )−  r e p r é s e n t e  l ' a i r e  e n t r e  x ( k )  e t  x ( k - 1 ) ,  c a l c u l é e  

p a r  l a  m é t h o d e  d e s  t r a p è z e .  H Z1( ) s ' é c r i t  :  
 

 H Z1( ) =
T
2

1 + Z
1 - Z

e
-1

-1  
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L a  r e l a t i o n  e n t r e  p  e t  Z  e s t  d o n c  :  
 

 
1
p

=
T
2

1 + Z
1 - Z

e
-1

-1  

 
d ' o ù  :  

p =
2
T

1 - Z
1 + Ze

-1

-1  

 
C e t t e  t r a n s f o r m a t i o n  e s t  a p p e l é e  t r a n s f o r m a t i o n  b i l i n é a i r e .  
 
E x e m p l e  :   

S i  H(p) =
1

1 + p
  a l o r s  

( )
H Z

Z
Z1

1

1

1
2 2

( )
( )

= H p =
2
T

1 - Z
1 + Z

=
T

T Te

-1

-1
e

e e

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

+
+ + −

−

−  

 
L ' é q u a t i o n  d e  r é c u r r e n c e  e s t  :  
 

 [ ]y k x k x k y k( ) ( ) ( ) ) ( )=
1

T
T + T + (2 - T

e
e e e+

− −
2

1 1  

 

Z-1

x(k) y(k)

Z-1

2 + T

2 - Te

e

Te

2 + Te

2 + Te

Te

 
 
R e m a r q u e  :  O n  p e u t  é t a b l i r  d ' a u t r e s  e x p r e s s i o n s  d e  "  l ' i n t é g r a t i o n  
d i s c r è t e  " ,  d o n c  d ' a u t r e s  t r a n s f o r m a t i o n  d e   p  e n  Z .  P a r  e x e m p l e ,  
l ' a p p r o x i m a t i o n  d e  S i m p s o n  :  
 

[ ]y k y k x k x k x k( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − + + − + −2 4 1 2
T
3

e   d ' o ù   p =
3
T

1 - Z
1 + 4Z + Ze

-2

-1 - 2  

 
c ° )  T r a n s f o r m a t i o n  h o m o g r a p h i q u e  
 
 L a  t r a n s f o r m a t i o n  h o m o g r a p h i q u e  s ' é c r i t  :  
 

p = K
1 - Z
1 + Z

= K
Z - 1
Z + 1

-1

-1  

 
 L a  t r a n s f o r m a t i o n  b i l i n é a i r e  e s t  u n  c a s  p a r t i c u l i e r  d e  
t r a n s f o r m a t i o n  h o m o g r a p h i q u e .  K  e s t  l e  f a c t e u r  d ' a d a p t a t i o n  e n  
f r é q u e n c e .  E t u d i o n s  d ' a b o r d  l e  c a s  o ù  K  =  1 ,  c ' e s t  à  d i r e  s i  :  
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 p Z=
Z - 1
Z + 1

=
1 + p
1 - p

⇔  

 
 L a  s t a b i l i t é  d u  f i l t r e  n u m é r i q u e  e s t  a s s u r é e  s i  l e  f i l t r e  
a n a l o g i q u e  e s t  s t a b l e .  E n  e f f e t ,  s i  l e  p ô l e  p0 e s t  à  p a r t i e  r é e l l e  
n é g a t i v e ,  Z0  s ' é c r i t  :  
 

 Z0 =
1 + p
1 - p

=
1 + + 2 jf
1 - - 2 jf

0

0

0 0

0 0

σ π
σ π

 

d ' o ù  :  

 Z0

2

2

2 0
2

0

0
2

0
=

(1 + ) + (2 f
(1 - ) + (2 f

< 1
σ π
σ π

)
)

    a v e c   σ0 0<  .  

 
 L e  f i l t r e  e s t  d o n c  s t a b l e .  C e p e n d a n t ,  l e s  r é p o n s e s  
f r é q u e n c i e l l e s  d u  f i l t r e  a n a l o g i q u e  H p j( = 2 f )π  e t  d u  f i l t r e  d i s c r e t  
H Z e jfT

1
2( )= π  s o n t  d i f f é r e n t e s .  E n  e f f e t ,  c e  t y p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n  

i n t r o d u i t  u n e  d i s t o r s i o n  e n  f r é q u e n c e .  A p p e l o n s  fA u n e  f r é q u e n c e  
d a n s  l e  d o m a i n e  c o n t i n u  e t  fD  u n e  f r é q u e n c e  d a n s  l e  d o m a i n e  
d i s c r e t .  E n  t h é o r i e ,   Z T Te e= e = e = e2 jf pT 2 jfD e Aπ π  d ' o ù  fA= fD .  E n  p r a t i q u e ,  
s i  l ' o n  u t i l i s e  l a  t r a n s f o r m a t i o n  h o m o g r a p h i q u e ,  o n  t r o u v e  :  
 

 p
T

T

e

e
=

Z - 1
Z + 1

2 jf =
e - 1
eA

2 jf

2 jf

D

D
⇔

+
π

π

π 1
 

 
s o i t  e n c o r e  :  
 

 2 jf =
e
e

 
e e
e eA

jf

jf

jf - jf

jf - jf

D

D

D D

D D
π

π

π

π π

π π

T

T

T T

T T

e

e

e e

e e

−
+

 

o u  :  
 2 jf  =  j tg( fA Dπ π Te )  
 
L a  r e l a t i o n  q u i  l i e  fA e t  fD e s t  d o n c  :  
 

2 f  =   tg( f

   =   tg

A D

D

π π

ω
ω

T
T

e

A
e

)

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

 
d ' o ù  :  

( )ω ωD
e

AT
   =   

2
 Arctg  
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A

T

T

e

e

ω

π

ω

−π

D

 
 
 C e t t e  r e l a t i o n  m o n t r e  q u e  l o r s q u e  ωA  v a r i e  d e  0  à  +∞ ,  ωD  

v a r i e  d e  0  à  π / Te.  L a  f r é q u e n c e  fD v a r i e  d o n c  d e  0  à  Fe

2
.  C e t t e  

t r a n s f o r m a t i o n  à  l ' a v a n t a g e  d ' é v i t e r  l e  p r o b l è m e  d e  r e c o u v r e m e n t  
s p e c t r a l ,  l i é  à  l ' é c h a n t i l l o n n a g e .  S i  l ' o n  v e u t  q u e  l e s  r é p o n s e s  
f r é q u e n t i e l l e s  d e s  f i l t r e s  a n a l o g i q u e  e t  d i s c r e t  s o i e n t  é g a l e s  p o u r  
l e s  p u l s a t i o n  ω ωA = A0  e t  ω ωD = D0  ,  i l  f a u t  i n t r o d u i r e  u n  f a c t e u r  
d ' a d a p t a t i o n  K  t e l  q u e  :  
 

K 
T

p 
T

e

e

=  
tg

=  
tg

   
Z - 1
Z + 1

A0

D0

A0

D0

ω
ω

ω
ω

2

2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

 
O n  e s t  a i n s i  a s s u r é  q u e  l e s  r é p o n s e s  f r é q u e n t i e l l e s  H p jf( )= 2π  e t  
H Z e jfTe

1
2( )= π  v é r i f i e n t  l a  r e l a t i o n  :  

 
H p jf Z eA

jf TD e( ) ( )= =2 0 1
2 0π π =  H  

 
E x e m p l e  :  C o n s i d é r o n s  l e  f i l t r e  p a s s e - b a s  d e  p u l s a t i o n  d e  c o u p u r e  
ωC :  

 H p( ) =  
1

1 +
p

Cω

 

 O n  d é s i r e  r é a l i s e r  u n  f i l t r e  n u m é r i q u e  p a s s e - b a s  d e  
f r é q u e n c e  d e  c o u p u r e  i d e n t i q u e  ωC.  O n  a  a l o r s  ω ω ωD0 = =A0 C ,  d o n c  
:  
 

 K 
Te

=  
tg

C

C

ω
ω

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

e t  :  
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 H

Te

1

2

(Z) =  
1

1 +
1

tg
 

Z - 1
Z + 1Cω⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

 

 
O n  v é r i f i e  b i e n  q u e  :  
 

 H Te
1 (Z = e ) =  

1
1 + j

 =  H(p = jj
C

Cω ω )  

 
D ' a u t r e  p a r t  l ' é q u a t i o n  d e  r é c u r r e n c e  d u  f i l t r e  n u m é r i q u e  e s t  :  
 

 [ ]y k

T

T

T

T

e

e

e

e
( ) =   

1 - tg
2

1 + tg
2

 y(k - 1) +  
tg

2

1 + tg
2

 x(k) +  x(k - 1)

C

C

C

C

ω

ω

ω

ω

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

 

3 ° )  S y n t h è s e  d e  f i l t r e  p a r  i n v a r i a n c e  t e m p o r e l l e .  
 
 C e  t y p e  d e  s y n t h è s e  a  p o u r  b u t  d e  f a i r e  c o r r e s p o n d r e  l e s  
s o r t i e s  d e s  f i l t r e s  a n a l o g i q u e  e t  n u m é r i q u e  p o u r  d e s  e n t r é e s  
d o n n é e s .  C ' e s t  à  d i r e  :  
 
 y k1( ) ) =  y(t = kTe  
 
o ù  y k1( )  e s t  l a  s o r t i e  d u  f i l t r e  d i s c r e t  e t  y ( t )  l a  s o r t i e  d u  f i l t r e  
c o n t i n u .  
 
a ° )  I n v a r i a n c e  i m p u l s i o n n e l l e  
 
 O n  v e u t ,  d a n s  c e  c a s ,  q u e  l e s  r é p o n s e s  i m p u l s i o n n e l l e s  
s o i e n t  i d e n t i q u e s .  I l  f a u t  d a n s  u n  p r e m i e r  t e m p s  c a l c u l e r  h ( t )  p a r  
t r a n s f o r m a t i o n  d e  L a p l a c e  i n v e r s e  (  h t H p( ) ( ) =  L-1  ) .  P u i s  e n  
d é d u i r e  h ( k )  p a r  h k( ) ) =  h(t = kTe .  E n f i n  c a l c u l e r  H ( Z )  à  p a r t i r  d e  
h ( k )  :  

 [ ]H Z( ) =  h(k) Z  =  TZ h(k)- k

k = -

+

∞

∞

∑  

 
C e s  t r o i s  o p é r a t i o n s  s o n t  é c r i t e s  d e  f a ç o n  s i m p l i f i é e  :  
 

[ ][ ]H Z H p( ) ( ) =  TZ L-1  
 
E x e m p l e  :  E f f e c t u e r  l a  s y n t h è s e  d u  f i l t r e  p a s s e - b a s  d u  1er  o r d r e ,  
d e  f r é q u e n c e  d e  c o u p u r e  fC ,  p a r  u n e  t e c h n i q u e  d ' i n v a r i a n c e  
i m p u l s i o n n e l l e .  
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 H p( ) =
1

1 +
p =

1

1 +
p

2 fC Cω π

 

 
d ' o ù  [ ]h t H p( ) ( )= L = e-1

C
-  tCω ω   e t   h k( ) =   eC

-  kTC eω ω .  O n  e n  d é d u i t  H ( Z )  :  
 

 H Z
ZTe

( ) =
1 - e

C
- C

ω
ω −1  

 
P a r  s u i t e  :  
 
 y k y k kTe( ) ( ) ( )= e +  x-

C
Cω ω− 1  

 
b ° )  I n v a r i a n c e  i n d i c i e l l e  
 
 O n  d é s i r e  q u e  l e s  r é p o n s e s  i n d i c i e l l e s  s o i e n t  i d e n t i q u e s .  
S o i t  Y pind ( )  l a  t r a n s f o r m é e  d e  L a p l a c e  d e  l a  r é p o n s e  i n d i c i e l l e ,  
c ' e s t  à  d i r e  :  
 Y pind ( ) = H(p) U(p)  
 
o ù  U ( p )  e s t  l a  t r a n s f o r m é e  d e  L a p l a c e  d e  l ' é c h e l o n  u ( t )  :  
 

 U p Y pind( ) ( )=
1
p

H(p)
p

⇒ =  

 

d ' o ù  Y tind ( ) = L
H(p)

p
-1 ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 
D e  m ê m e  e n  d i s c r e t  o n  a  :  
 
 Y ( Z ) = H ( Z ) U ( Z )  
 
o ù  U ( z )  e s t  l a  t r a n s f o r m é e  e n  Z  d e  l ' é c h e l o n  u ( k )  :  
 

  U Z( ) =
Z

Z - 1
 

 
d ' o ù  :  
  Y ( Z ) = H ( Z ) U ( Z ) = TZ y kind ( )  
 
s o i t  e n c o r e  :  

H Z
H p

p
( )

( )
=

Z - 1
Z

TZ L-1 ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 
E x e m p l e  :  A p p l i q u o n s  l ' i n v a r i a n c e  i n d i c i e l l e  a u  f i l t r e  d u  1er  o r d r e  
H ( p )  :  
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 H p
p

( ) =  
1

1 +
p  =  

C

C

C

ω

ω
ω +

 

d ' o ù  :  

 
H p

p
( )

)
 =  

p(p +
 =  

1
p

 -  
1

p +
C

C C

ω
ω ω

 

 

 ( )y t
H p

pind
t( )

( )
 =  L  =  1 - e  u(t)-1 - C

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

ω  

e t  :  
 [ ] [ ]Y Z k kkTe( ) ( ) ) ( ) =  TZ y  =  TZ (1 - e  uind

C−ω  
 

 Y Z Te
( ) =  

Z
Z - 1

 -  
Z

Z - e
       si Z  >  1- Cω  

 
d o n c  :   

 H Z T

T

Te

e

e
( ) =  

Z - 1
Z

 Y(Z) =  1 -  
Z - 1

Z - e
 =  

1 - e
Z - e

     -

-

-C

C

Cω

ω

ω  

 

 ( )H Z T
T

e

e
( ) =  1 - e  

Z
1 - e Z

      -
-1

- -1
C

C

ω
ω  

 
 O n  e n  d é d u i t  l a  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  e t  l ' é q u a t i o n  d e  
r é c u r r e n c e  
 

 
( )

( )
h k

y k y k

T k T

T T

e e

e e

( )
( ) ( )

( ) =  1 - e  e  u(k - 1)           
 =  e  +  1 - e  x(k - 1)

- -

- -

C C

C C

ω ω

ω ω

−

−

⎧
⎨
⎩

1

1
 

 
c ° )  I n v a r i a n c e  p o u r  u n e  e n t r é e  q u e l c o n q u e  e ( t )  
 
 O n  p r o c è d e ,  p o u r  u n e  e n t r é e  q u e l c o n q u e  e(kTe )  d e  l a  m ê m e  
f a ç o n  q u e  p r é c é d e m m e n t .  L a  s o r t i e  y ( t )  s ' é c r i t  :  
 
 [ ]y t H p( ) ( ) =  L  E(p)-1  
 
a v e c  E ( p ) = L [ e ( t ) ] .   
 
D ' a u t r e  p a r t  :  

 
[ ]

H Z( ) =  
Y(Z)
E(Z)

 =  
TZ y(k)

E(Z)
 

P a r  s u i t e  :  

 [ ][ ]H Z H p( ) ( ) =  
1

E(Z)
 TZ L  E(p)-1  

 

4 ° )  S y n t h è s e  d e  f i l t r e  p a r  i n v a r i a n c e  f r é q u e n t i e l l e .  
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 L a  s y n t h è s e  d e  f i l t r e  p a r  i n v a r i a n c e  f r é q u e n t i e l l e  s u p p o s e  l a  
c o n n a i s s a n c e  d e  l a  r é p o n s e  f r é q u e n t i e l l e  H ( n )  é c h a n t i l l o n n é e  s u r  

N  p o i n t s  a u x  f r é q u e n c e s  nF
N

e  :  

 
 { }H n h k( ) ( ) =  TFD N  
 
o ù  h ( k )  e s t  l a  r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  l i m i t é e  a u x  N  p r e m i e r s  
p o i n t s  .  O n  a  a l o r s  :  
 

 H Z( ) =  h(k) Z- k

k = 0

N -1

∑  

S o i t  :  

 H Z( ) =  
1
N

 H(n) W  ZN
+ nk

n = 0

N -1

k = 0

N -1
- k∑∑ ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 

 
( )H Z Z

H Z
W

W

k

N
nN

N
n

( )

( )

 =  
1
N

  H(n) W  

 =  
1
N

 H(n) 
1 - Z
1 - Z

N
+ n

k = 0

N -1

n = 0

N -1

- N

-1
n = 0

N -1

−

+

+

∑∑

∑

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1

 

 
S o i t  e n f i n  :  
 

H Z
WN

n( ) =  
1 - Z

N
 H(n) 

1
1 - Z

-N

-1
n = 0

N -1

+∑  

 
R e m a r q u e  :   h ( k )  e s t  r é e l l e  s i  H ( N - n )  = H (n)*  
 
E x e m p l e :  U n  s i g n a l  x ( t )  e s t  é c h a n t i l l o n n é  s u r  8  p o i n t s ,  à  u n e  
f r é q u e n c e  Fe =  8 K H z .  O n  d é s i r e  f i l t r e r  x ( k )  p a r  u n  f i l t r e  p a s s e - b a s  
d e  f r é q u e n c e  d e  c o u p u r e  FC  =  2 , 5 K H z .  O n  e n  d é d u i t  :  
 

 N  =  8  e t  Δf =  F
N

 =  1KHze  

 
O n  d o i t  d o n c  a v o i r  :  
 
 H ( 0 )  =  1  ;  H ( 1 )  =  1  ;  H ( 2 )  =  1  ;  H ( 3 )  =  0  ;  H ( 4 )  =  0  
 
e t  p a r  s y m é t r i e  :  
 
 H ( 5 )  =  H*( 8 - 5 )  =  0 ;  H ( 6 )  =  H*( 8 - 6 )  =  1  
 H ( 7 )  =  H*( 8 - 7 )  =  1  
 
O n  p e u t  r e p r é s e n t e r  H ( n )  p a r  :  
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0    1    2    3    4    5    6    7    8

1

n

H(n)

 
d ' o ù  
 

 H Z
W Zn( ) =  

1 - Z
8

 H(n) 
1-8

n = 0

7

1 8
1− + −∑  

 
 

H Z
Z W Z W Z W Z W Z

( ) =  
1 - Z

8
 

1 1 1 1 1-8

1 1 1 1 11
8
1 1

8
2 1

8
6 1

8
7 1−

+
−

+
−

+
−

+
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥− − − − −  

 
L a  r é a l i s a t i o n  d e  t e l s  f i l t r e s  s ' e f f e c t u e  e n  p o s a n t  :  
 

 H Z Z( ) ( ) =  P(Z) G n
n = 0

N -1

∑  

a v e c  :  

 P ( z )  =  F i l t r e  e n  p e i g n e  =  
1 - Z

N

-N

 

 G  =  
H(n)

1 - Wn
N
+ n( )Z

Z−1  

 

+x(k) y(k)

G  (Z)

G  (Z)

G     (Z)

0

1

N-1

P(Z)

 
 
F i l t r a g e  p a r  T F D  
 
 I l  e s t  p o s s i b l e  d e  f i l t r e r  l e  s i g n a l  d ' e n t r é e  x ( k )  d a n s  l e  
d o m a i n e  f r é q u e n t i e l ,  e n  c a l c u l a n t  s a  T F D .  O n  a  a l o r s  :  
 
 X ( n ) = T F D { x ( k ) }  
 
L e  s i g n a l  y ( k )  e s t  o b t e n u  p a r  T F D  I n v e r s e  :  
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 { } { }Y k Y n H n( ) ( ) ( ) =  TFD  =  TFD  X(n)-1 -1  
 
A p p l i c a t i o n  :  L o u p e  s p e c t r a l e  f r é q u e n t i e l l e .  
 
 E f f e c t u e r  u n e  l o u p e  s p e c t r a l e ,  s u r  u n e  b a n d e  d e  f r é q u e n c e  
B =  f  -  f1 0 c o n s i s t e  à  a u g m e n t e r  l a  r é s o l u t i o n  Δf ,  s u r  l a  b a n d e  B ,  e n  
é l i m i n a n t  l e s  f r é q u e n c e s  e x t é r i e u r s  à  l a  b a n d e  .  
 
 S o i t  x ( k )  u n  s i g n a l  d e   f r é q u e n c e  d e  c o u p u r e  FC ,  
é c h a n t i l l o n n é  à  u n e  f r é q u e n c e  Fe e t  d e  d u r é e  i m p o r t a n t e .  O n  
d i s p o s e  d ' u n  t r a n s f o r m a t e u r  d e  F o u r i e r  q u i  e f f e c t u e  u n e  T F D  s u r  
N  p o i n t s  a u  m a x i m u m .  L a  r é s o l u t i o n  e s t  d o n c  :  
 

 Δf =  
F
N

e  

 
o r ,  o n  d é s i r e  a v o i r  u n e  r é s o l u t i o n  ΔfB s u r  l a  b a n d e  B  :  
 

 ΔfB =  
B
N

 =  
f - f

N
1 0  

 
C o m m e n t  f a i r e ? .  I l  f a u t  d a n s  u n  p r e m i e r  t e m p s  d é c o u p e r  l e  s i g n a l  
x ( k )  e n  b l o c s  d e  N  p o i n t s  x ki ( ) :  
 

x  (k)1 2 3 i i+1x  (k) x  (k) x    (k)x  (k)

 
 
O n  e f f e c t u e  e n s u i t e  s u r  c h a q u e  b l o c  x ki ( ) u n e  T F D  :  
 

0 0

TFD

(N-1) T
e

f f F
e0 1

x  (k) X  (n)ii

 
 
 P u i s  o n  m u l t i p l i e  X ni ( ) p a r  H ( n ) ,  q u i  d a n s  c e  c a s ,  e s t  u n e  
p o r t e  c o m p r i s e  e n t r e  f0 e t  f1.  O n  o b t i e n t  l e  s p e c t r e  Y ni ( ) ,  q u i  e s t  
n o n - n u l  s u r  C  p o i n t s  ( C  < <  N ) .  
 

0 ff F

Y  (n)i

10 e  
 
 O n  e f f e c t u e  e n s u i t e  u n e  T F D  i n v e r s e  s u r  C  p o i n t s .  O n  
o b t i e n t  l e  s i g n a l  y ki ( ) s u r  C  p o i n t s .  O n  r é i t è r e  l e  t r a i t e m e n t  s u r  l e  
b l o c  x ki+1( ) q u i  r e s t i t u e  l e  s i g n a l  y ki+1( ).  P u i s  o n  j u x t a p o s e  l e s  
s i g n a u x  y ki ( ) e t  y ki+1( ).  O n  p r o c è d e  a i n s i  j u s q u ' à  o b t e n i r  N  p o i n t s .   
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N points

y   (k) i i+1i-1 y   (k)y  (k)

 
 
 O n  a  a l o r s  u n  b l o c  d e  N  p o i n t s  f i l t r é  s u r  [ f0,  f1] .  S i  o n  

e f f e c t u e  u n e  T F D  s u r  N  p o i n t s ,  l a  r é s o l u t i o n  e s t  ΔfB =  
f - f

N
1 0 .  

5 ° )  B r u i t  d e  t r a i t e m e n t .  
 
 D e  l ' é c h a n t i l l o n n a g e  d u  s i g n a l  à  s a  s o r t i e  d u  f i l t r e  
n u m é r i q u e ,  l a  m a j e u r e  p a r t i e  d e s  é t a p e s  d u  t r a i t e m e n t  e s t  
e n t a c h é e  d ' u n  b r u i t .  L e  p r e m i e r  d e  c e s  b r u i t s  e s t  l i é  à  l a  
C o n v e r s i o n  A n a l o g i q u e - N u m é r i q u e  (  C A N  )  d u  s i g n a l .  
 
B r u i t  d e  c o n v e r s i o n  
 
 L a  c o n v e r s i o n  A / N  s ' e f f e c t u e  e n  c o d a n t  l a  v a l e u r  x t0 ( )  s u r  u n  
n o m b r e  M  d ' u n i t é s  d ' i n f o r m a t i o n  b i n a i r e  ( B i n a r y  D i g i t  :  B I T ) .  
C h a q u e  b i t  p e u t  p r e n d r e  l a  v a l e u r  0  o u  1 .  L e  n o m b r e  d e  n i v e a u  d e  
c o d a g e  e s t  d o n c  d e  2M .  E n  g é n é r a l ,  l a  t e n s i o n  d ' e n t r é e  d e s  
c o n v e r t i s s e u r s  e s t  l i m i t é e  à  u n e  p l a g e  V0 ,  V1 .  L e  p a s  d e  
q u a n t i f i c a t i o n  q0 e s t  :  
 

q 0  =  
V - V

2
1 0

M  

E x e m p l e :  
 

 S i  V0 = 0 ,  V1= 5 V  e t  M = 8  a l o r s  2M  =  2 5 6  e t  q 0 =
5

256
 =  1 9 , 5  m V .  

L e s  v a l e u r s  p r i s e s  p a r  l e s  8  b i t s  v o n t  d e  0  à  2 5 5 .  I l  n ' y  a  p a s  d e  
b i t  d e  s i g n e  
 

 S i  V0 = - 5 V ,  V1= 5 V  e t  M  =  8  a l o r s  q 0 =
10
256

 =  3 9  m V .  

D a n s  c e  c a s ,  l a  v a l e u r  p r i s e  p a r  l e s  8  b i t s  v a  d e  - 1 2 8  à  +  1 2 8 .  L e  
b i t  d e  p o i d s  l e  p l u s  f o r t  j o u e  l e  r ô l e  d u  s i g n e  ( 1 = - ,  0 = + )  
 
 L a  c o n v e r s i o n  A / N  p e u t  s ' e f f e c t u e r  s o i t  p a r  a r r o n d i  d e  l a  
v a l e u r  x ( t ) ,  s o i t  p a r  t r o n c a t u r e  d e  c e t t e  v a l e u r .  
 

A r r o n d i  :   x t qQ ( ) =  K0  a v e c  K  e n t i e r  s i  q
q

q
q

0
0

0
0

2 2
K - x(t) < K +≤  
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x(t)

(t)xQ

-q

2

0

q
0

2

 
 
T r o n c a t u r e  :   x t qQ ( ) =   K0  a v e c  K  e n t i e r  s i  q q0 0 K x(t) < ( + 1) K≤ .  
 

x(t)

(t)xQ

-q q

q
0

00

 
 

 L ' e r r e u r  d ' a r r o n d i  e qA ( ) e s t  c o m p r i s e  e n t r e  −
q0

2
 e t  q0

2
,  a l o r s  

q u e  l ' e r r e u r  d e  t r o n c a t u r e  e qT ( ) e s t  c o m p r i s e  e n t r e  0  e t  q  
 

q q

e  (q) e  (q)A T

q 0

q 0

2
q 0

2
 

 
L ' e r r e u r  m o y e n n e  mA  o u  mQ c o m m i s e  e s t  d o n n é e  p a r  :  
 

 m qA  =  
1

q
  e  dq =  

1
q

  q dq =  
1

q
 

q
2

 =  0
0

A- q
2

q
2

0
- q

2

q
2

0

2

- q
2

q
2

0

0

0

0

0

0

( )∫ ∫
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 

 m qQ  =  
1

q
  e  dq =  

1
q

 
q
2

 =  
q
20

T0

q

0

2

0

q
00

0

( )∫
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 
L a  t r o n c a t u r e  e s t  d o n c  p l u s  p é n a l i s a n t e  d a n s  l a  p o u r s u i t e  d u  
t r a i t e m e n t .  D e  p l u s  l a  p u i s s a n c e  d e  l ' e r r e u r  d e  q u a n t i f i c a t i o n  e s t :  
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 P qA  =  
1

q
  e  dq =  

1
q

 
q
3

 =  
q
120

A
2

- q
2

q
2

0

3

- q
2

q
2

0
2

0

0

0

0

( )∫
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 

 P qT  =  
1

q
  e  dq =  

1
q

 
q
3

 =  
q
30

T
2

0

q

0

3

0

q
0
2

0
0

( )∫
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 
  
D y n a m i q u e  d u  c o d a g e  
 
 S o i t  [ - V0 , + V0 ]  l a  p l a g e  d e s  a m p l i t u d e s  à  c o d e r ,  l e  p a s  d e  
q u a n t i f i c a t i o n  e s t ,  p o u r  M  b i t s  :  
 

 q
V
M=

2
2

0  

s o i t  :  
 
 V M

0
12= q  -  

 
 O n  a p p e l l e  p u i s s a n c e  d e  c r ê t e  d u  c o d e u r ,  Pc,  l a  p u i s s a n c e  d u  
s i g n a l  s i n u s o ï d a l  d ' a m p l i t u d e  m a x i m a l e  a d m i s e  s a n s  é c r ê t a g e ,  V0 :  
 

 P qc =
V
2

= 20
2

2M - 3 2  

 
 L a  d y n a m i q u e  d e  c o d a g e  e s t  d o n n é e  p a r  l e  r a p p o r t  e n t r e  l a  
p u i s s a n c e  d e  c r ê t e  d u  c o d e u r ,  Pc,  e t  l a  p u i s s a n c e  d e  l ' e r r e u r  d e  
q u a n t i f i c a t i o n  PA  o u  PT  :  
 

 
P
P

P
P

c

A

c

T
= 2 . =

3
2

 2   ;   = 3.22M - 3 2M 2M - 312  

 
E x p r i m é e s  e n  d B ,  o n  a  :  
 

 

P
P

P
P

P
P

P
P

c

A dB

c

A

c

T dB

c

T

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

 =  10 Log  =  (6M + 1,7) dB

 =  10 Log  =  (6M - 4,3) dB

10

10

 

 
S i ,  p a r  e x e m p l e ,  o n  d é s i r e  u n e  d y n a m i q u e  s u p é r i e u r  à   9 6 d B  i l  
f a u t  u t i l i s e r  u n  c o d e u r  t r a v a i l l a n t  e n  a r r o n d i  s u r  1 6  b i t s .  
 
B r u i t  d e  c a l c u l  
 
 L e  b r u i t  d e  c a l c u l ,  l i é  a u x  a d d i t i o n s  e t  m u l t i p l i c a t i o n s  d u  
t r a i t e m e n t ,  s ' a j o u t e  a u  b r u i t  d e  q u a n t i f i c a t i o n .  S o i t  h ( k )  l a  
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r é p o n s e  i m p u l s i o n n e l l e  d u  f i l t r e .  L a  p u i s s a n c e  d u  b r u i t  d e  s o r t i e  
PS e s t  :  
 
 PS =  P  PQ f  
 

O U  PQ  E S T  L A  P U I S S A N C E  D E  L ' E R R E U R  D E  Q U A N T I F I C A T I O N  ( PA  O U  PT )  E T  

P  =   H(f)  dff - F
2

+F
2
e

e
2

∫  .  O N  E N  D E D U I T ,  D ' A P R E S  L A  R E L A T I O N  D E  P A R S E V A L :  

 

 P  =  P   H(f)  df =  P  h(k)S Q - F
2

+F
2

Q
k = 0

+

e

e
2 2

∫ ∑
∞

 

 
S o i t  e n c o r e  
 

 
P P

P P

SA f

ST f

 =  P  =  
q
12

 h(k)

 =  P  =  
q
3

 h(k)

A

2

k = 0

+

T

2

k = 0

+

2

2

∞

∞

∑

∑

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪
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