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0RWV�FOHIV����
 
Analyse structurale, manipulateur parallèle sphérique, isostatique, singularités. 
 

�� ,QWURGXFWLRQ�
 
Un manipulateur parallèle sphérique est généralement composé de trois bras connectant une 
plateforme mobile (effecteur) à une autre fixe (bâti) et il engendre un mouvement de rotation à 
3-ddl autour d’un point fixe appelé centre de rotation. De nombreux travaux ont portés sur les 
manipulateurs parallèles sphériques qui peuvent être classés en deux catégories : les 
manipulateurs parallèles sphériques à 3-ddl hyperstatiques, décrits par Asada et al. (1985), 
Gosselin et al. (1989, 1994) ; et ceux à 3-ddl isostatiques décrits par Leguay-Durant (1998), 
Karouia et al. (2000, 2002a, 2002b, 2003, 2004), Di grigorio (2001, 2002), Hervé et al. (2002), 
Kong (2002, 2004). 
Les applications qui nécessitent des manipulateurs sphériques isostatiques sont nombreuses, on 
peut citer en particulier les poignets de commande à retour d’efforts, appelés aussi interfaces 
haptiques. Le manipulateur sphérique 3-RCC présenté dans (Karouia et al., 2003) est bien 
adapté à la conception d'une interface haptique mais aussi de tout autre système d’orientation. 
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Le manipulateur est composé de trois bras RCC disposés en parallèle. Chaque bras RCC est une 
chaîne cinématique à 5-ddl résultant de la mise en série d’ un couple rotoïde R et de deux 
couples cylindriques C dont les axes convergent au point fixe O, centre de rotation (Fig. 1). En 
utilisant la formule de mobilité des mécanismes proprement spatiaux, on peut montrer que le 
manipulateur 3-RCC est isostatique (0� ��[��±��������� ��). Les trois bras sont assemblés en 
respectant les conditions géométriques suivantes (Fig.2) : 

- Les axes du couple R et des deux couples C convergent au point fixe O centre de 
rotation, 

- L’ axe (O, X1j) du couple R et les axes (O, X2j) et (O, X3j) des deux couples C de chaque 
bras ne sont pas coplanaires ; 

- Les trois plans (O, X2j, O, X3j), chacun défini par les deux couples C d’ un bras, ne sont 
ni parallèles à une droite ni parallèles à un plan. 

Des cas particuliers d’ assemblage des trois bras du manipulateur 3-RCC sont à remarquer; ce 
sont les cas où trois couples R sont coaxiaux (Fig.3) ou les cas où dans chaque bras les axes des 
deux couples C et du couple R sont deux à deux perpendiculaires (Fig.4). 

 

 
Fig. 3 – Couples R coaxiaux Fig. 4 – Bras à couples R et C orthogonaux 
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Fig. 1 – Bras RCC 
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Fig. 2 – Manipulateur parallèle 
sphérique isostatique 3-RCC 
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Dans (Hervé, 1978, 1999) il est démontré que les couples cinématiques inférieurs (ou couples 
de Reuleaux) engendrent des sous-ensembles de mouvement qui sont des sous-groupes 
algébriques du groupe de Lie des déplacements.  
- Couple Rotoïde : {R(O, X1j)}, mouvement de rotation autour de l’ axe (O, X1j) passant par le 

point fixe O et parallèle au vecteur unitaire X1j; 
- Couple Cylindrique : {C(O, X2j)}, mouvement cylindrique autour de l’ axe (O, X2j) passant 

par le point fixe O et parallèle au vecteur unitaire X2j; 
- Couple Cylindrique : {C(O, X3j)}, mouvement cylindrique autour de l’ axe (O, X3j) passant 

par le point fixe O et parallèle au vecteur unitaire X3j; 
Les trois vecteurs unitaires X1j, X2j, X3j sont linéairement indépendants et par conséquent ne sont 
donc pas coplanaires (Fig. 1).  
Le bras RCC indice “j” engendre une variété de dimension 5 dans le groupe des déplacements ; 
cette variété est notée {V5j} (Karouia, 2003). La dimension de cette variété peut, en général, 
être appelée le degré de liberté du bras.  
 

{V5j} = {R(O, X1j)}{C(O, X2j)}{C(O, X3j)}     (1) 
 

Le modèle structural d’ un manipulateur parallèle sphérique à 3-ddl isostatique est défini comme 
un système d'équations portant sur des sous-ensembles de déplacements (Karouia, 2003), ce qui 
donne pour le manipulateur 3-RCC :  
 

{V51}∩{V52}∩{V53} = ∩3
j=1{V5j} = {S(O)},   j = 1, 2, 3 ⇒ 

∩3
j=1[{R(O, X1j)}{C(O, X2j)}{C(O, X3j)}] = {S(O)}    (2) 

 
Avec {S(O)} : sous-groupe de Lie de mouvements de rotation sphérique autour du point fixe O. 
 
Le manipulateur 3-RCC satisfaisant le modèle structural (2), produit le mouvement sphérique à 
3-ddl de rotation autour du point fixe O, centre du mouvement sphérique. Il est alors dit en 
configuration régulière. Autrement le manipulateur est dit en configuration singulière ; le 
modèle (2) n’ est plus réalisé, soit : 
 

∩3
j=1[{R(O, X1j)}{C(O, X2j)}{C(O, X3j)}] ≠ {S(O)}    (3) 

 
Un sous-groupe de Lie de mouvements cylindriques peut être décomposé en un produit 
commutatif d’ un sous-groupe de Lie de dimension 1 de mouvements de rotation et d'un sous-
groupe de dimesion 1 de translation (Hervé, 1999). Ainsi on peut écrire : 
 

{C(O, X2j)} = {R(O, X2j)}{T(X2j)} = {T(X2j)}{R(O, X2j)}, ∀ j = 1, 2, 3 
           (4) 

{C(O, X3j)} = {R(O, X3j)}{T(X3j)} = {T(X3j)} {R(O, X3j)}, ∀ j = 1, 2, 3 
 
Ce qui donne :  
 

{C(O, X2j)}{C(O, X3j)} = {R(O, X2j)}{T(X2j)}{T(X3j)}{R(O, X3j)} ⇒ 
{C(O, X2j)}{C(O, X3j)} = {R(O, X2j)}{T(X2j, X3j)}{R(O, X3j)}, ∀ j = 1, 2, 3 (5) 

 
Car le produit de deux sous-groupes de translation de dimension 1 (translation linéaire) est un 
sous-groupe de translation de dimension 2 (translation plane) (Hervé, 1999).  
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A partir de (3) et (5) on obtient : 
∩3

j=1[{R(O, X1j)}{R(O, X2j)}{T(X2j, X3j)}{R(O, X3j)}] ≠ {S(O)}   (6) 
 

La condition (6) est satisfaite si est seulement si on a : 
 

{R(O, X1j)}{R(O, X2j)}{R(O, X3j)} ≠ {S(O)}     (7) 
ou 
∩3

j=1[{T(X2j, X3j)}] ≠ {E},  j = 1, 2, 3      (8) 
 
{E} est le sous-groupe impropre du groupe de Lie des déplacements qui ne contient que la 
transformation identique E.  

���� 3HUWH�GX�PRXYHPHQW�VSKpULTXH�
 
La condition (7) est réalisée si les axes, (O, X1j), (O, X2j) et (O, X3j), du couple R et des deux 
couples C d’ au moins un bras ‘‘j’ ’  sont coplanaires. Dans ce cas le manipulateur 3-RCC est en 
configuration singulière (Fig.5) et il n'est plus capable de produire le mouvement sphérique. 
Localement, le bras singulier ne peut restituer que des mouvements sphériques à 2-ddl. En 
configuration singulière le bras RCC perd le mouvement de rotation d’ axe passant par O et 
perpendiculaire au plan du bras RCC (Fig.5). En dehors de cette configuration singulière, le bras 
récupère sa capacité à produire des mouvements sphériques à 3 ddl. Le manipulateur 3-RCC 
perd 1-ddl de rotation si un seul bras RCC est en configuration singulière, ou 2-ddl de rotation si 
deux bras RCC sont en configurations singulières et enfin 3-ddl de rotation si les trois bras RCC 
sont en configurations singulières. 

 

���� *DLQ�GH�PRELOLWp�GH���GGO�RX���GGO�GH�WUDQVODWLRQ�
 
La condition (8) montre que deux cas sont possibles. Dans le premier cas, les plans (O, X2j, X3j) 
sont parallèles à une droite et le manipulateur présente une mobilité additionnelle à 1-ddl de 
translation dont la direction est celle de cette droite parallèle aux trois plans. En cette 
configuration, une singularité de rotation infinitésimale autour de cette droite apparaît, 
provoquant ainsi un manque local de rigidité et donc aussi de précision. Au total, le 
manipulateur accumule une singularité par acquisition de 1-ddl de translation finie et une 
singularité par acquisition de la possibilité d'une rotation d'amplitude infinitésimale. Dans le 
deuxième cas, les plans (O, X2j, X3j) sont parallèles à un plan et le manipulateur gagne alors une 
mobilité de 2-ddl en translation dont la direction est celle du plan parallèle aux trois plans. Deux 

Fig.5 – Bras RCC en configurations singulières : 
axes des couples R et C coplanaires 

O 
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exemples du manipulateur 3-RCC en configurations singulières, l’ un du premier cas avec 1-ddl 
supplémentaire (Fig.6) et l’ autre avec 2-ddl supplémentaires sont montrés en (Fig.7). 

 

�� &RQFOXVLRQ�
 
Dans cet article, les singularités essentielles du poignet parallèle 3-RCC ont été mises en 
évidence. L'approche employée est basée sur l’ utilisation des propriétés algébriques de groupe 
de Lie de l'ensemble des déplacements. Les configurations singulières qui mettent en panne le 
manipulateur, ont pu être classées en singularités avec perte locale de mobilité et en singularités 
avec gain de mobilité à 1-ddl ou 2-ddl de translation finie. Il existe aussi des singularités par 
acquisition locale de la possibilité de rotation infinitésimale lesquelles singularités ne créent en 
fait que des imprécisions du manipulateur. Ce dernier type de singularité se démontre en 
travaillant sur des sous-ensembles de déplacements infinitésimaux qui sont bien caractérisés par 
leurs torseurs cinématiques et l’ examen systématique de dépendances linéaires de ces torseurs. 
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